— — Rady s nezédpornymi ¢leny
Rady s nezdpornymi ¢leny
Studujeme Z an, kde a,, > 0 pro Vn € N.
Pozorovani

Pro fady s nezdpornymi ¢leny mohou nastat pouze dvé moznosti. > a, € R nebo > a, = +oo.
To plyne z toho, Ze posloupnost {s,,}>2 ; je neklesajici, a tedy dle V2.9- 3 lim s,,, = Y ay,.

VETA 2 (linearita konvergentnich ¥ad):

Necht > a, a > b, konverguji. Pak:

(i) Z(an + b,) konverguje.

(i) Z ¢, konverguje < Z acy, konverguje pro Va € R\ .
Dukaz: (cvifeni)

VETA 3 (srovnavaci kritérium):

Necht > a, a > b, jsou fady s nezdpornymi Cleny. Necht dale existuje ng € N takové, Ze pro
Vn > ng plati a,, < b,. Pak:

(i) an konverguje = Zan konverguje.
(ii) Zan diverguje = Z b,, diverguje.

v

Obé tvrzeni fikaji vpodstaté totéz. (a, je “hodnéjsi” fada, b, “zlobivejsi”.)
DUKAZ:
(i) sn:a1+"'+an7 Um:b1++bm

Déle definujme o := limo,, € R.

Navic vime, Ze {s,} je posloupnost neklesajici.
sn:a1+...+an0+an0+1+...+an
§a1+"'+an0+0n (VnZno)

<ar+--+ap, +o (e R)

Tedy je {s,} neklesajici shora omezend posloupnost, tudiz 3 a, je dle V2.9- konver-
gentni.
(ii) <= (@)

Q.E.D.
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— Rady s nezépornymi ¢leny

VETA 4 (limitni srovnéavaci kritérium):
Necht 77 an, Yoo by jsou Fady s nezdpornymi cleny. Necht dale existuje lim, .o @y, /by, =
A € R*. Pak:

(i) A€ (0,00) = Z a, konverguje < Z by, konverguje

n=1 n=1

(i) A=0= Z a, konverguje < Z b,, konverguje

n=1 n=1

(iii) A=00 = Z a, konverguje = Z by, konverguje

n=1 n=1

DUKAZ:

(i) Vime, Ze Ing € N takové, ze pro Vn > ng plati:

1
—A< dn <24 (jen Sikovné epsilon)
2 by,
A
‘=9 ia konverguje 5 f: éb konverguje =% ib konverguje
: n guj o Un guj n guj
n=1 n=1 n=1
. - Ve V3 .
S Z b, konverguje = Z 2Ab,, konverguje = Z a,, konverguje
n=1 n=1 n=1

(ii) Zvol € = 1, pak Ing takové, ze a, /b, < 1 pro Vn > ny, tedy a,, < b,, V.3-.
(iii) Zvol e = 1, pak Ing takové, ze a, /b, > 1 pro Vn > ng, tedy a, > b,, V.3-.

Q.E.D.
Priklady:

- nd+1 7 n3 1

Oy L]

1 V3+n+2n n n

nd +1

an = —F/—————————,
V3 +n+2n8

zvol b, = —
n

lim — = lim ————— =
n—o0 by n—o0 /3 4+ n+ 2n8

Tedy dle (i) Y a, konverguje < > b, konverguje. My ale vime, Ze Y b, = > + = +o0

4
n 2
a ntn ge(o,oo)

diverguje.

Z an = +00 (diverguje)
n=1
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— — Rady s nezépornymi ¢leny

ad n15 15
(i) > G n = %, zvol by = 1/2°
n=1

Potom
R
lim — = lim 7z =0
indukei, Bernoulli, ... ((cviceni))

Navic vime, Ze:

Z b, konverguje (geometrickd rada) (1:1>) Z ay, konverguje

VETA 5 (Cauchyovo odmocninové kritérium):
Necht 3 a,, je fada s nezdpornymi cleny:
(i) Necht 3¢ € (0,1), 3ng €N, Vn >ng: {/a, < q. Pak > a,, konverguje.
(ii) Necht limsup,,_, . {/a, < 1. Pak > a,, konverguje.
(iii) Necht lim, .. /a, < 1. Pak > a, konverguje.
(iv) Necht limsup,,_, ., /an, > 1. Pak > a, diverguje.
(v) Necht lim,, . /a, > 1. Pak > a,, diverguje.

DUKAZ:

(i) Polozme b, = ¢", pak a, < b, pro n > ng. Déle > b, konverguje (geometrickd fada,
g<1) Vi také >0 | an konverguje.

(ii) Oznaé limsup,,_,., /a, =A< 1. Zvole >0, A+¢e < 1.

Ing, Vn > ng: sup{ Var,k >n} < A+e¢

Tedy /a, < A+e,n>ng.
Oznaé ¢ def 4 + ¢ < 1, tvrzeni plyne z V.-1.
(iii) Plyne z V.-2: 3lim = lim = lim sup.
(iv)
limsup a, > 1
= 3 vybranda posloupnost {an, }rey, "¥/an, > 1
=an, >1VkeN

= neplati nutnd podminka lim a, =0= Z{an}
n—oo

Jiny pohled na posledni krok

ianz iank (nebot a, >0) > ilz—f—oo

n=1 n=1 n=1

(v) Thned plyne z V.-4.
Q.E.D.
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VETA 6 (d’Alembertovo podilové kritérium):

Necht > a,, je fada s kladnymi ¢leny:

(i) 3¢ € (0,1),3Ing € N, Vn > ng: “2 < g = > a, konverguje .

an

(ii) Necht limsup,, . = < 1. Pak Y a, konverguje.

an
(iii) Nechf lim, .o “** < 1. Pak Y a, konverguje.
(iv) Necht lim,, o “2 > 1. Pak Y a, diverguje.

Qn

DUKAZ:
(i)
Ang+1 S qan,
Ung+2 < qOng+1 < Gan,
Ano+k S qkano

o0 o0 o0
= Zan < Za”+anquk
n=1 n=1

n=1

konverguje

V.3- .
= Z a, konverguje

(ii) (i) = (ii) ({cviceni))
(iif) (i) = (iii) ({cviceni))

(iv)

. a a
lim —tt >1=dng, Yn = ng: ntl o

= {a,} je rostouci od jistého indexu

= lim a, #0 Ve Z ay, diverguje

n—oo

Q.E.D.

Poznamka o nebezpedich

(i) lim,—oo {/an =1 = nevime nic.
(ii) lim, o “2* =1 = nevime nic.
Priklad:
Z% diverguje, > # konverguje, obé maji limitu 1.
(iii) Parametr ¢ < 1 je dilezity!
Piiklad:

Ya, <14 Z a,, konverguje Vn > ng

nt1 <1l Z a,, konverguje Vn > ng

a n
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Ap+1

(iv) Jestlize lim sup

n—oo an

Priklad:

> 1, fada divergovat nemusi.

1
1+ 3 + 1 + 3 + -+ on konverguje. Po zpfehazeni také, ale limes superior uz nesedi.

Priklad:

X n,n
. an
Vysettete, pro kterd a > 0 konverguje fada E ‘
nl

n=1

Pozorovani

(i) a=0: > a, konverguje.
(ii) a moc velké: > a,, diverguje.

(iii) a=1: 320, 27 = +00 = 3. a, konverguje.

n=1 nl

Dle d’Alemberta:

n

an, (n+1)! ann™

= lim 2 = ge
n—oo a'ﬂ
=a€(0,1/e) = Z a, konverguje
=a€(l/e,00) = Zan diverguje

= a = — = nevime nic
e

Zbyvajici vySettreni

Diverguje, nebot

(cviceni)

VETA 7 (Cauchyovo kondenzaéni kritérium):

Necht > ay, je Fada s nezdpornymi ¢leny a necht I3ng € N takové, ze pro Vn > ng plati an1+1 < an.
Pak:

o0 oo
Z an konverguje <= Z 2" aon konverguje

n=1 n=1
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DUKAZ:
“<": Piimo:
Necht ZQ"agn konverguje. Oznac:
Sn:a1+"'+an
ty = ay + 2ag + 4ag + - + 2%ag
Vime: lim f; < 0o
k—o0
Potom k danému n 3k: n < 2%,
Sp =a1+az+az+ag+---+ap
<ap+(ag+az)+(ags+---+ar)+ -+ (agr + -+ ageii_q)
§a1+2a2+4a4+~-~+2ka2k =t

=>Vn: s, < tlim ty = S, je omezena = Zan konverguje
— 00

“=": Nepfimo:
Necht Z2“a2n diverguje.
Vime: klim tr, = +oo
Potom k danému n 3k: n > 2k,
Sp=ay+az+aztag+---+an
=a1+az+ (az+aq)+ (a5 + - +ar)+-+ (agr—141 + - + agr)

1
2%+a2+2a4+4a8+~--+2’“*1a2k:§tk

= lim s, > hm tr = +oo

n—oo

= Z an, diverguje

Q.E.D.
Priklad:
=1
Pro kterd a € R konverguje fada Z —7
na
n=1
Z ptvodnich kritérii nevyplyva nic, nebot lim, .. {/ n% =1, lim, (n:i)a = 1. Navic

Vime ze fada konverguje pro a = 2 a diverguje pro o = 1. Pro a < 0 diverguje také. Pro a > 0
je n— klesajici, tedy lze uzit V.7-.

1 : o0
Z v konverguje g} Z (2” @

> 1 (geometricka Fada)

i ) konverguje

HM8

) konverguje

Zavér

— 1
Z — konverguje < a>1
na

n=1
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Piiklad:
Z 5— konverguje & a >1
oy nlog®n
DUKAZ:

o0
1
Z konverguje < ; <2”W) konverguje <

1 1 ,
(@@;n—akonverguje Sa>1

VETA 8 (Raabeovo kriterium):

Necht > a,, je fada s kladnymi ¢leny.

a
lim n ( o 1> >1= Zan konverguje
n— o0 Ap 41

lim n ( In_ 1) <1l= Zan diverguje

n—=o0 \Gn41

Priklad:

(cviceni)
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