Taylortv polynom —

[+]
Tayloriiv polynom
Opakovani
Polynom je kazda funkce tvaru
ant™ + ap12" L+ ayz + ag
ag, - - -, 0, € R pevné — koeficienty. = € R je proménné.
Poznamky:

(i) VsSechny polynomy jsou definovény a spojité na R.
(ii) Jestlize a,, # 0, pak n = stupeil polynomu.
(iii) Je-li P polynom, stuperi P = n, pokud P’ je polynom, stupeir P’ =n — 1.

Priklady:
degP = 0 = P konstantni , P(x) = ag
degP =1 = P(x) = apz + ap linedrni
deg P = 2 = kvadraticka funkce, atd.
Motivace

Aproximace funkci pomoci polynomi.
Mgjme f, a € R, 3 f'(a) € R. Teéna t(z) = f(a) + f'(a)(z — a). Potom

Navic

lim (f(z) — ¢(x)) = 0 (trividlni), ale i

r—a

—t )
lim flw) = t=) v lim (f(z) — t/(z)) = 0 (aproximace je lepsi nez linedrni)

r—a Tr—a r—a
Chceme aproximace vyssich Fada.
Idea

Méjme f, a € R, 3 f'(a) € R. Chceme funkei f aproximovat polynomem v bodé a.

Aproximace polynomem stupné 1

Pi(z)=ax+pf
Polynom by mél prochazet bodem a:
Pi(a) = f(a) = Pi(z) = c(z —a) + f(a)
(tedy hodnota funkce a aproximujiciho polynomu splyvaji).
Zaroven chci:

Pi(a) = f'(a) = Pi(z) = f(a) + f'(a)(z — a)
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Taylortv polynom —
Nejlepsi aproximace polynomem stupné < 1 je totiz teéna t(x) = f(a) + f'(a)(x — a). Potom

o @)~ t(@)
r—a r—a

Ukazuje se, ze tyto dva pozadavky jsou ekvivalentni.

=0

Aproximace polynomem stupné 2

Piiklad: cosx — linedrni aproximace nic moc, kvadratickd aproximace je uz lepsi. Py(z) =
fla) + f'(a)(z — a) + c(z — a)?, ¢ =2.
Chci:

PQ(a)zf(a) "(a) = '(a
Pz/(a):f/(a) /\P2( )_f ( )
S Py(a) = 'a) + 2z — a) = Py(a) = £'(a)
(prvni derivace splyva)

=>P2”(a:)=2c:>c:m

2
1
a
= Po(e) = f(0) + F@)@ - @)+ T (@~ a?
To je nejlepsi kvadratickd aproximace f v bodé a.
Navic plati:
- P
L f@) = Pe)

z—a (r—a)?
(Dtikaz: (cviéeni))
Definice:

Necht f je redlna funkce, a € R, n € N. Pak funkci

(") (g
Tf(@) = f0) + f@)e—a) 4+ T Dy

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f fadu n v bodé€ a.

Poznamky:

(i) T/ je polynom, deg T/* < n.
(i) Priklad: f(x) =sinz, a = 0, potom:

Tlsin,()(x) .

TQgin,O(x) = (nebOt;’ sin//(o) = 0)
- z?

T3$1n7 (l‘) = — F (CVl'CveHI/)

3

i T
i ()
6
Poudeni: degT;** nemusi byt roven n.

(iii) Derivace Taylorova polynomu:

(T4 () =0+ £/(a) + £ (@)~ a) + LD (@ - a2y

f"(a)

L P

(x — a)"_l = Tf:
Tedy (T/) (z) = T, (1)
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_ Taylortv polynom —
(iv) Splyvéni polynomu a funkce:

T]%(a) = f(a)

(TL) (@) = f'(a)
(n + 1) pozadavki.

(1™ (a) = £ (a)

Otazka

o @) =T 2
T—a (x — a)"

0

VETA 33 (o aproximaci funkce Taylorovym polynomem):

Necht f je realna funkce, a € R a nechf existuje vlastni f(")(a). Necht P je polynom, deg P < n.

Pak plati:
1imM:0<:>7D=T,{va
r—a (1’ — a)n
Poznamka:
“<:”

(odpovéd na otdzku je kladnd)

113 bl
=

Tuto vlastnost méa mezi polynomy stupné < n jen Taylortv.

DUKAZ:

“<: 2
Indukci:

(n=1)
fl@)=T" f(@) = fla) = f'(a)(z —a)

lim = lim
r—a Tr—a Tr—a xr—a
r—a Tr—a

(n—1<n)
a ) ugn
)T 70— (1) ()
ST G ay b

1 / _ Tf’,a
= = lim f@) =15 @) =0 (dle indukéniho piedp.)

naz—a (x—a)? !
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_Tfa
lim = lim x + lim M
T—a (aj — a)" T—a (Jj — a)n r—a (]} — a,)"

o (pfedp.) o (pravé dok.)

LEMMA:
Q@ polynom, deg @ < n, a € R a plati

lim —2&)_
T—a (x — a)”
pak @Q = 0.
DUKAZ:
Indukci:
(1) n=1:
Q je linedrni, Q(a) = 0 (viz nize) = Q(z) = c(x —a), c€ R.
Vime:
im 9@ _ g
z—a T —a
=0= limM:c:c:OéQ(x)EO

rx—a T — Qa

2) n—1—n:

deg@Q <n
im0 } = Qle) =0
r—a (;(; — a)n

= a je kofen polynomu Q)

= Q(z) = (x — a)R(x), R je polynom, degR <n —1

Potom
0= lim &) _y, E-OR@ _ R@
z—a (x —a)? 2—a (r—a)" z—a (x —aq)? !

PP R= 0= Q) = (r—a) 0= Q=0

Q.E.D. (dikaz lemmatu)
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(2. krok)
Vime: ;
i 2@ = Ta (@) _
r—a ((L’ — a)n
(P(z) — T5*(z) je polynom, deg < n)
lemma
=

P(x) — TT{’“(;U) =0=>P= T{:’a

Q.E.D.

Priklad:

(plyne z implikace “<”)

VETA 34 (obecny tvar zbytku):

Necht f ma vlastni (n + 1)-ni derivaci v intervalu [a,z], a,z € R, = > a.
Necht ¢ je spojita funkce na [a, x], kterd mé na (a, ) vlastni a nenulovou derivaci.
Pak existuje £ € (a, z) takové, Ze

def

(o) — T @) = ~ 20— 2l)

RIA(2) 1 (@) pr ) () (2 — )

(obrazek)

Dusledek 1 (Lagrangetuv tvar zbytku):

1
~ (n+1)!

fOE@@—a)"tt (3 E (a,2))

DUKAZ:
Volim ¢(t) = (z — t)"*1. (cviceni)

Dusledek 2 (Cauchyuv tvar zbytku):

RE@) = L@@ - (@) (EE ()

DUKAZ:
Volim ¢(t) = t. (cvifeni)

DUKAZ:

Pro t € [a, z] definujeme

! (n)
F) = 1(0) T4 = 1) = (10 + 2w -4 4 O o)

/L:1.616 5



Potom:

(i) F je spojité na [a,z] a m4 vlastni derivaci na (a, z).

(i) F(a) = f(z) =T (x)
(i) F(z) =0
(iv) ¢ je spojitd, 3¢’ # 0 vlastni na (a, )

Tedy podle V.23- (Cauchy o stiedni hodnoté):

~ Rf*(2)

F(z) - F F'(§)
3 : =
CE@D e el T A
Pritom:
PO == (710 + 10 -0+ £O1)+ T @ - LY
(n) n+1)
foeet fn, n(e— -1+ W t)”)
PEEEM pr(t) = —%t(’f)(x -t Vte(ax)
(n+1)
Plati tedy:
Fla) = Fla) _ 0— RE"(2)
o(z) —pla) o) —p(a)
P _ e g
PG ¢'(6)
To znamena: 1 o(a) (@)
f.a _ 2P 7 Pa) p(nt1) A\
Rl () = 2 2L 6o - )
Q.E.D.
Pozn.: V.32- platii pro z < a.
Priklad:
Rozvoj funkce e*:
Fllo)=e", fx)=e" ..., ["(a)=c
a=0= f(a)=f(a)=--=f"(a) =1
Zavedme si: L
T exp 0 _ x_J
-3k
Pak: n no
Rexp 0 — ﬁ gn n+1
Z::O 2]l Ty
Pro kazdé pevné x je {n € (a,x) VYn € N, tedy e*" < e*. Tudiz

|[RPO(x)] <
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a plati
lim |R®PO(z)| =0
n—oo
. D g - - Sy
énlingozﬁ:e =€ 227 Ve eR
j=0 3=0
Dusledek:
.z T\
S 2~ gim (1 + 7)
j n—oo
7=0

a specidlné pro x = 1:

ST IV S S
€= 276 24 120

Chceme-li spocitat e s presnosti 0,001:

—
<.

()

I
)=
> | =

+

= 1]
=[M)s
S|
I
S|
+
()¢
=
+

==
_|_
>
|

j=0 j=0 j:oJ' n+1 j:o] n-n
Tedy:
n n
1 1 1
—<e< E -+ — Vn €N
1 —~ 41" n-n!
7=0 7=0

(na pfenost 0,001 staci n = 6)

Diikaz iracionality e

Necht e = p/q, kde p,q € N. Potom pro

i
j=0 7’
mame
P 1
m<=<m+—
q n-n!
gmn! < pn! < gmn! + %
Nyni staci zvolit n > gq.
f Spor
Rozvoj funkce sin
Méjme sin, a = 0:
sin’(z) = cos(z)  sin’(0) =1
sin”(z) = —sin(z) sin”(0) =0
sin”’(x) = — cos(z) sin”’(0) = —1
sin”’(z) = sin(z) sin””’(0) =0
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n

o L adt
Tsm, — 1)
; 1
sin,0 . n
Rzn+1($) = m Sm(2n+2)(§n) L p2nt2
sin,0 ‘m|2n+2
[R5 ()] < m -0 Va, n — 0o
o0 2j+1
= sinz = —1 j+1x.77 reR
;( ) (25 +1)!
Obdobné
Sy R
CcosT = - R x €
= @)

Rozvoj funkce log(x+1)

Méjme f(z):y = log(z + 1). Pro 2 = 0 pak f(0) = 0.

£ =

" _ 1

f(@) = —m

" 2

n (TL— 1)' n

s s 0) = 3 1yt = (Y

Jj=1 J =0 J
Ros)0(gy - L (D"t (CDT et
" (n+ 1! 1+ n(1+ &)rtt
To nelze odhadnout pro |z| > 1, pro |z| < 1 ano:
=loglz+1) =) (1)) '=,  wze(-1,1]
i J
=1

Definice:

Rekneme, ze funkce f je v bodé a zprava mala ¥adu n, jestlize

f(z)

li =0.
»Lg& (x —a)”
PiSeme
f@)=0((z—a)"), z—as

(Laudatv symbol).
Pozor: Jde pouze o symboliku, neplati zadné rovnost!
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Priklady:
() e =375 +om), x— 0,
(ii) z —sinz =o(2?), = —0

(iii) cosz =1-— ””—22 +o(z?), -0

Priklad:

Mé¢jme sumu
n

>l
nle
Z nntp

n=1

Pro ktera p konverguje?

Raabe:
. 1 1 n+p
limn<a —1):1imn<—(1+—) —1>=

= lim n (1 . e(ner)log(lJr%) — 1) = lim n <1 . e(n+p)(%7#+a("%2)) — 1) —

n—oo e n—oo e
1 1
=p———1 _
p-y-1+a (),
——
—0

tedy konverguje pro p > %
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