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Uvod do matematické analyzy

Vyrokova logika

Definice:

Logika: véda o spravnosti vyroku.
Vyrok: tvrzeni, o kterém mé smysl fici, zda je pravdivé nebo ne. Obvykle ve formé “premisa =
dusledek”. Tarskiho definice: “Vjrok A je pravdivy, jestlize A.”

Priklad:

(A= B) < (-B = -4)
< -(AA-B)

Vyrokova funkce: vyraz, z néjz obdrzime vyrok po dosazeni prvka za proménné. Zapisujeme
V(z1, ..., &n), Tn € My,
Kvantifikatory: vSeobecny (V) a existenéni (3). Plati princip stejnomérnosti:

Ve Jy : V(z,y) < Jy Vo : V(z,y)

Zakladni metody dikaza

Pouzivame zejména diikazy sporem, indukci, pfimo a nepfimo. Je zdhodno se vyhnout dikazu
kruhem.

Pii dokazovani je vhodné si uvédomit formélni definici dokazovaného vyroku a aplikovat ji na
nas konkrétni piipad (napf. dokazujeme-li existenci limity, mize pomoci vyjit z dosazeni do jeji
definice).

Tvrzeni: Pro Vn € N : n? liché = n liché. Dikazy:

(i) Pfimo:
n? =p?-..p? (prvociselny rozklad)

n=pi Pk

j=1,...,k:p; #2 = nliché

(ii) Nep¥Fimo:
nsudé = n=2m = n? = 4m? = n? sudé

(iii) Sporem:
n? liché A n sudé

= n? + nliché = n(n + 1) liché

7 Spor
(iv) Indukci:
n = 1: 12 liché, 1 liché.
n = n+2: n? liché = (n + 2)? liché (nebot (n + 2)? = n? + 2n +4 = 2n + 5 je liché).
Q.E.D.
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Dalsi piiklady:

e Pfimo: A=Ci=Cy=---=C,=B
Cauchyho nerovnost:

()= (£ 5

vmeN, ay,...,an,b1,...,b, €ER

(1) a1 =ax=--- =a, =0, tedy plati.
(2) Fie{l,....,n}:a; #0.
Trik: Definujme si:

f(z) = Z (a;z + b;)°

i=1

Pak plati:
i=1 i=1 i=1
a>0, f(2)>0"EE D <06 —4ay <0

n 2 n n
ﬁ2—4a’y§0:>ﬂ2§4a’y:4<2aibi> §4<Za?> (Zb?)
i=1 i=1

i=1

Q.E.D.

e Sporem: Predpokladame opak a dokazeme jeho neplatnost.
Iracionalita v/2:
r>0:2°=2=2¢Q

Necht = p/q, kde p, ¢ jsou nesoudélna:
1% =2 = p?/¢® =2 = p* = 2¢

p? =4m = ¢> =2m

To je ale spor s nesoudélnosti p, q.
Q.E.D.

e Indukci: Dokazujeme, Ze pro Vn € N: V(n). Staci dokazat:

(i) V()
(i) V(n) = V(n+1)

Bernoulliho nerovnost:

14+x)">1+nz VneN,z> -1

(1) n=1:
l1+x>1+4+=x
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(2) Vin)=V(n+1):
1+2)"1+2)>1+nx)1+2)=1+0n+Dr+nz?>1+ (n+ 1)z
Q.E.D.

A-G nerovnost:
ay+az+---+an

n

> Vaiaz---ap

Yn €N, ai,ag,...,a, >0

V(1) je trivialni.
V(2): (a1 + az)/2 > ajas. Necht a = A% a b = B

(A-B)*=A>+B*>-24AB>0

V(n) = V(2n):
ar+ - an + anyr + oo +ag,
2n o
a1+"‘+an+an+l+"'+a2n >

n n

V£2) §/a1+"'+an.an+1+"'+a2n -
n n

V(n)
2 i/nal...a,n.q\l/a’n_"_l...a/2n:

V(n+1)=V(n): M&me aq,...,a,.
Trik: Definujme:

aq
by := —
1 n

a2

by := n .
ai an

b an
" a-a
1 n

bn+1 =1

b b st by,
Vint+1) = 27T 2++1+ s by b =1
n

bi+ba+ -+ b1 >n+1
ay+az+---+ap

>n
Yar-—an
Mtoat Fanyow ay---a, = V(n)
n

Q.E.D.



Uvod do matematické analyzy — Mnozina realnych ¢isel
Mnozina realnych ¢isel
Definice:
Mnozina A je induktivni, jestliZe:

(i) 1€4
(ii) ke A=k+1e A

Lubos Pick — Matematicka analyza I

N def prunik vSech induktivnich mnozZin (nebo také {1,2,3.4,...}).

Z ¥ NU{0} U (-N)

def
Q= {p/q:p€Z, qgeN}

R za okamzik.
C se zabyvat nebudeme.

VETA 1 (o realném télese):

Existuje pravé jedno usporiddané téleso R, na némz jsou dany operace “+” a
j€ P J p > J y Oop

a binarni relace “>” s nésledujicimi vlastnostmi:

I. Algebraické vlastnosti télesa:

(G) (z+y)+z=z+4+(y+2) (asociativita)
(ii) r+y=y+2 (komutativita)
(iii) 2 +0=0+z==2
(iv) 2+ (-z)=0
V) (9)2 = o(y2)
(vi) zy=yz

(vil) lz=zl==x
(viii) zz7 ! =2~

(ix)

II. Axiomy uspofadani:

ly=1

x(y+2)=zy+azz

(i) e<yny<z=2x=y (slabd antisymetrie)

(i) e<yAny<z=xz<z (tranzitivita)
(iii) z <yVvy <z (dichotomie)
(iv) e<y=z2+2<y+z

(v) 2y >0

Axiom o supremu

Necht M € R. Rekneme, Ze M je:

[

, prvky LLO” a “177

Vz,y,z € R

Ve,y € R

Ve € R
VeeR:3d—-—zeR
Vr,y,z € R

Vr,y € R

Ve R
VeeR\{0}:3z7teR
Ve,y,z € R

Ve,y € R

Vz,y,z € R

Ve,y € R

Vz,y,z € R

Ve,y e R, x>0, y>0

(i) shora omezen4, jestlize 3K € R pro Va € M takové, ze z < K.

(ii) zdola omezena4, jestlize 3K € R pro Vo € M takové, ze © > K.

(iii) omezena, jestlize je omezend shora i zdola.

K pak nazgvadme horni (dolni) zavorou mnoZiny M.
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Supremum
Necht M je neprazdné a shora omezend podmnozina R. Pak 3! G € R, pro které plati:

(i) Vo € M : © < G (horni zévora)
(ii) VG' < G 3z € M : G’ < z (nejmensi horni zdvora)

(pro uzavieny interval G € M, pro otevieny interval vSak nikoliv.

G =supM

Infimum
Necht M je neprazdna a zdola omezend podmnozina R. Pak 3!g € R, pro které plati:

(i) Vz € M : z > g (dolni zévora)
(ii) V¢’ > g dz € M : ¢’ > x (nejmensi dolni zdvora)

g=inf M

DUKAZ:

Definujme mnozinu —M := {—x,z € M }. Pak —M je shora omezené (nebot M je zdola
omezend). Tedy 3G = sup(—M) (supremum mame zavedeno axiomaticky).

G>—-r=-GC<zx=g<zx Ve e M

Pak ovSem g := —G = inf(M).
Priklady:

(0,2) infM=0¢M supM=2¢M

[0,2] inffM=0eM suipM=2eM
{neN:z=2-1/n} infM=1eM supM=2¢M
(0,2)U{3} infM=0¢M supM=3¢cM

VETA 2 (Archimédova vlastnost):

VreRIdneN:xz<n

DUKAZ:

Sporem: predpokladejme, ze Jx € R takové, ze pro Vn € N : n < z. Pak je N shora omezena,
tedy 3G = supN.

Pfitom pro N plati: ¥n € N = n+ 1 € N (jde o prunik vSech induktivnich mnozin). Tedy
n+1<GproVn €N, tudiz n <G —1 pro Vn € N. OvSem v tom pfipadé supN =G — 1!

1 Spor

Spocetnost: Mnozina A je spoCetnd, existuje-li zobrazeni f: N L4
VETA 3 (hustota racionélnich a iracionalnich é&isel v realnych &islech):

N < @Q: Kardindlné |Q| = |N|, miZeme zobrazit vSechna raciondlni éisla na N (matice, fadky
budou p a sloupce g, ¢islujeme diagonalng).

Pro kazda a,b € R,a <b3q € Q,r € R\ Q takové, ze a < ¢ < b, a < r < b (af udélame sebeuzsi
mezirku na redlné ose, vejde se ndm tam néjaké raciondlni a iracionalni ¢islo).
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DUKAZ:
Pfimo:

(Q) ¢=m/n, m € Z,neN.
Z Archimeda = 3n € N takové, ze 1/(b—a) < n, tedy b—a > 1/n. Pak ale jisté existuje
m € Z tak, ze m/n € (a,b).

(R\ Q) Necht g1,¢g2 € Q, a < ¢q1 < g2 <b.
Zvolme 7 = q; + 1/v2(q2 — q1). Pak:

(i) r € (q1,¢2) C (a,b), nebot 1/v/2 < 1.
(ii) r € R\ Q ({cviceni)).

VETA 4 (o existenci n-té odmocniny):

(Tato véta je tézka!)
Vr>0,zr e RAVneN:Jy>0,yeR, y" ==z

DUKAZ:

Nejdiive si oznac¢me:
Ry ={r €R:z >0}

Rt={zeR:2>0}
Definujme si néjaké pomocné mnoziny:
M, :={k>0,keR: k" <z}
My:={k>0,keR: k" >z}

LEMMA 1:

RY = M, UM,

DUKAZ:
Zfejmé M, C R+,Mg - Rt = My UM,y C RT.
Kdyby RT # (M; U M), pakk Jk, k # (M7 U M), tedy k™ £ x ani k" % z, coZ je
ve sporu s dichotomii.

Z Spor
Nyni si definujme y; = sup My, yo = inf M.
LEMMA 2:
yr <z hx<yy
DUKAZ:

Dokazme y7 < z sporem: yi > z.

Pak by dle Archimeda 3 > 0, h > —22 (trik). Tedy:

yr —x
keM=k"<z=>-—ax< k"

yr —x <y — k"
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7 binomické véty:

yr =K"= (= k) Ty R R TR < (1 — R)ngp

n ¢lentl, viechny < ¢y~ !

Z (ii) vl. suprema 3k € My : k > y; — 1/h, tedy:

ny? ! " —x
L =
1

yr—r <y —=w

Z Spor
Analogicky = < y3.

Nyni koneéné mtzeme dokdzat y; = yo. Vime, Ze nejde, aby y2 < y1 (jinak y? > y¥), tedy
staci vyloucit y; < y2. Kdyby to ovSem platilo, dle V.3- by 3¢ € Q,q € (y1,y2), coz je viak
spor s Rt = M; U M.

Q.E.D.
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Posloupnosti

Definice:

Je-li ¥n € N pfifazeno a, € R, pak mnozinu {a,}32 ; nazyvidme posloupnosti redlnych cisel.

an pak nazyvame n-tym c¢lenem posloupnosti.
Piiklady:

(1) {n}s24:1,2,3,4,5,...

(i) {2n+1}22,:3,5,7,9, 11, ...

(iif) {27}2,: 2,4, 8, 16, 32, ...

(iv) {pn : pn = n-té prvocislo}>2 ;: 2, 3,5, 7, 11, ...
(v) {1}%,:1,1,1,1, 1, ...

(vi) {(~1)"}: 1,1, -1, 1, 1, ...

(vii) a1 =1, any1 =1+a2: 1,2, 5, 26, 677, ...

Definice:

Posloupnost {a,}52; je omezend, je-li omezend mnozina ¢isel {a, : n € N}.

Posloupnost {a,}52; je:

e neklesajici, pokud a,11 > an

e nerostouci, pokud a,4+1 < a,

e (ostie) rostouci, pokud a1 > ayp

e (ostie) klesajici, pokud a,41 < ay

e monotdnni, je-li neklesajici, nerostouci, rostouci ¢i klesajici.

e ryze monoténni, je-li rostouci ¢i klesajici.

Priklady:

(i) {1/n} je klesajici.
(ii) {logn} je rostouci.
(iii) {(—1)"} neni monotdénni.
(iv) {5326}>2, je neklesajici a nerostouci.
(v) {(1+1/n)"} je rosstouci (je tfeba dokazat).

Vn e N
Vn € N
Vn e N
Vn € N



Lubos Pick — Matematicka analyza I Posloupnosti — Vlastni limita posloupnosti

Vlastni limita posloupnosti
Definice:

Posloupnost {a,}52; mé vlastn{ limitu (je konvergentni) A € R, jestlize:

Ve>03dno e N, VneNn>ng:|a, — Al <e
Znaéime: lim a, = A
n—oo
Posloupnost {a,}5° ; nem4 vlastni limitu (je divergentni), jestlize:

YVAeRIe >0, Vnp e NIneNn>ng:la, — Al >¢

Pozn.: Divergentni posloupnosti myslime i posloupnost oscilujici.
Priklady:

(i) lim 1/n=0
(i) lim Yn=1
(iii) lim (—1)" neni definovand.
n—oo
(iv) lim (14+1/n)" =e
(v) lim a=a

n—oo

DUKAZ:

(i) A=0, dédno ¢ > 0. Zvolme ng > 1/e:
VneNn>ng:1/n<1/ng<e

= lim 1/n=0

n—oo

(i) A=1, méme a, = Yn =1+ d,, kde §,, > 0 pro Vn > 2.
Sporem: necht lim # 1:

Je>0,Vng e NIneNn>ng: Yn>1+¢
Pak musi existovat rostouci posloupnost {n;}32,, kde n € Na a,, >1+¢e. Tedy:
“/ng >14+¢€
14+0,, >1+c¢
neg=(140,,)" > (14+e)™ =1+ nge + <n2’“>52 +o

ng (nk — 1) 62

> Ng€ + B)
nk—l 2
= 1>+ ——:=¢ Vg
1—¢
= 24+ 1>ng Vny,

£2

1 Spor
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(iii) Je takové, ze pro ¥ng In : |a, — A| > € pro kazdé predem dané A € R.
Sporem: pfedpokladejme lim,, o, (—1)" = A, pak k e = 1/3 existuje ng takové, ze |(—1)" —
Al < 1/3 pro Vn > ng.

2=|(-1)" = ()" = |(-1)" = A+ A ()" <

1 Spor
(iv) e si pozdéji nadefinujeme prévé jako tuto limitu.

(v) Trividlni.

VETA 1 (o jednoznaénosti limity posloupnosti):

Kazda posloupnost mé nejvyse jednou limitu.
DUKAZ:

Necht hm an = A1 A hm a, = As, bez Gjmy na obecnosti (dichotomie) necht A; > A,.
Zvolme € < (A; — Ag)/2 Pak Iny,ny takova, ze:

} pro n > max(ny, ne) plati zdroveti oboji.

VETA 2 (o omezenosti konvergentni posloupnosti):

Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

DUKAZ:
Zvol ¢ = 1. Necht lim a,, = A € R. Pak dle definice 3ny € N takové, ze
Vn >ng,m € N:la, — Al <e=|a,| < |A|+1
Zvol K = max{|A| + 1;|a1], |az], ..., |an,|}. Pak pro ¥n € N:|a,| < K.
Definice:

Rekneme, e posloupnost {b;}$° , je vybrana z {a,}, existuje-li rostouci posloupnost
{nitizs €N

takova, ze b, = a,, pro Vk € N.

VETA 3 (o limité vybrané posloupnosti):
Necht lim a, = A a {b;} je vybrana posloupnost z {a, }. Pak klim b = A.
DUKAZ:
Ve>03ng: |a, — Al <e Vn > ng = Jko > no : an,, = bk,

VI>1lg:|by — Al <e (nebot b, je také néjaké a,,)
Q.E.D.

10
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VETA 4 (o aritmetice limit):

n—oo

Necht a, —> A € R, b, =3 B € R, pak plati:

(i) lim (—a,) =-A

(i) lim (a,+b,) =A+B
(ii) lim (1/a,) = 1/4 (pokud a, # 0 pro Vn a A #0)
(iv) lim (anb,) = AB

Tedy také lim (aa,) = aA a za dobrého pocasii lim (a,/b,) = A/B.

Pozor! Obecné neplati lim (¢, +d,) = lim ¢, + lim d,,, nemusi jedna z nich existovat.

n—oo n—oo n—oo

DUKAZ:

(i) Trividlni, sta¢i volit ny = ng (jako pro ptivodni posloupnost).

(ii) Pro dané € > 0 plati limita {a,} od ni, {b,} od na, tedy obé plati od ng = max{ny, na}
dale. Tedy:

‘(a'rz“‘bn)_(A‘FB)‘S‘an—A|+|bn—B|<2€ Vn > ng

(iii) Nejdfive dokdzeme lemmu.
LEMMA:

dK >0, Vn:|ay| > K

DUKAZ:
Méjme € < |A]/2:

Ing,Yn > ng : |ap| > 2e = K > 2¢

Prone{l,...,no — 1} : K < min{|a,|} = IK.
Q.E.D.

Zvolime e-pas kolem nuly o velikosti K = gq takovy, Ze |a, > eol, tedy |1/a,| < 1/eo.

11 _|A=a,
a, Al

(iv) Méjme n > n3 = max{ni,na}:
|(anbn) — (AB)| = |anby, — anB + anB — AB| < |apb, — anB| + |a, B — AB| =

= |an| |bp — B|+|B| |an — A| < |an|e + |Ble
—— ——
<e <e

Pfitom |a,| je omezeno néjakou konstantou K a |B| je konstantni rovnou, tedy:

lanle + |Ble < (K +|B|)e
——

konst.

Q.E.D.

11
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VETA 5 (o uspotfadani limit):

Méjme lim a, = A, lim b, = B. Pak:

n—oo

(i) Pokud A > B, pak Ing, od kterého a,, > b, pro V > ng.

(ii) Pokud Ing takové, ze a,, > b, pro V > ng, pak A > B. (Pozor, neplati a,, > b, = A > B!
Napt. a, =1/n, b, = —1/n.)

DUKAZ:
Zvole > 0,¢e < %(A—B), pak proni: |a,—A| < e, pro na: |b,—B| < €, pro ng = max{nj, na}
jsou tyto pasy jiz disjunktni:
ap>A—e>B+e>b, Vn > ns
Q.E.D.

VETA 6 (o dvou policajtech):

Necht:
lim a, = lim b, =AcR

n—oo n—oo
dng €N, Vn>ng:a, <c, < b,
Pak lim ¢, = A.

n—oo

DUKAZ:

Zvolme € > 0, pak:
dni €N, Vn>ng:la, — Al <e
Ina €N, Vn>ng:|b, — Al <e

Definujme ng3 := max{ng, n1,na}. Pak jisté
A—e<a, Vn > ng

A—e<a,<c, <b,<A+e¢

lim ¢, = A

Q.E.D.

Piiklad:
Necht a > 0. Pak lim ¥a = 1.
DUKAZ:

(a>1) 3np €N,ng >a, Yn>ngp:a <n.
Tedy 1 < ¥a < ¥n pro Vn > ny.

lim 1=1Alim Yn=1= lim Va=1

n—oo n—oo n—o0

(a =1) Trividlni.

1
a<1l) lim ¥Ya= lim
( ) n—oo \/_ n— 00 "/l/a
1l/a>1= lim {/1/a=1
n—od
(Jak bylo dokézano.)

12
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1£0A YVI/n#0 YnYE lim Va-1/n=1

Q.E.D.

VETA 7 (o souinu omezené a “nulové” posloupnosti):

Necht hm an =0 a {b,} je omezend. Pak hm anby, = 0.

Pozn.: Platl ze lim a, =0 << hm |an] —0 (Dtkaz: (cvideni).)

n—oo

DUKAZ:
Vime, Ze pro Vn € N plati |b,| < K. Pak dle pfedpokladu a dvou policajti:

0 < |anbn| = ‘an‘|bn| < K|an|

—0 —0 —0

— lim ‘anbn| =0=— lim a,b, =0
Q.E.D.

Priklad: lim l sinn =0

n—oo N

13
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Nevlastni limita posloupnosti

Pokud posloupnost diverguje nade vSechny meze (tedy neosciluje), fikdme, Ze nabyva nevlastni limity
+00. Nejdiive si vSak musime rozsitit dosud zavedené pojmy o nekonecna.

Rozs8ifena realna osa

T-0O-D-O0: obrazek s thly
Na nekonecna jsou mozné dva pohledy. My se pridrzime toho, ktery zavadi nekonec¢na dveé.

Definujeme R* Ry {+00} U {—00}. Nekonecna jsou pak zavedena takto:

e Usporadani: —oco < a < +00 Ya € R

a+ 00 =00 Va € R*\ {—o0}
—00—a=—00 Va € R* \ {400}

,

e Séitani:

a>0:a-(foo) ==+o00

e Nasobeni: Va € R*
a<0:a-(foo)=Foo
e Déleni: L 0 Va € R
+o0
e Absolutni hodnota: | £+ oo| = +0
+
e Nedefinované vyrazy: —oo + 0o, 0 - (+00), f’ =
0" +oo

Rozsifené supremum a infimum

Pokud mnozina M neni shora omezend, sup M = +oc.

Pokud mnozina M neni zdola omezena, inf M = —oo.
sup ) = —co
inf ) = +oo

(Jediny pfipad, kdy inf > sup.)

Definice:

{a,,} mé nevlastni limitu 400, pokud:

VK >0dng, Vn>ng:a, > K

T-0-D-0: Zde mize néco chybét. ..

VETA ():
Monoténni posloupnost mé limitu. Pokud je omezena, mé dokonce vlastni limitu.
DUKAZ:

Pro neklesajici posloupnost plati lim,,_,, a, = sup{a,}, podobné pro nerostouci. Déle viz
rozsifena definice suprema a infima.

Q.E.D.
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Lubos Pick — Matematicka analjza I Posloupnosti — Nevlastni limita posloupnosti

Véty o limitach pro nevlastni limity

V.1- (o0 jednoznacnosti limity) plati i pro nevlastni limity.

V.2- (omezend a konvergentni posloupnost) nema pro nevlastni limity smysl.

V.3- (limita vybrané posloupnosti) plati i pro nevlastni limity.

V.4- (aritmetika limit) plati i pro nevlastni limity, ovSem pouze, je-li vyraz vpravo definovén.
(Tuto podminku tedy pfidame navic.)

o V.5- (limita a uspotddani) plati i pro nevlastni limity.

15



Posloupnosti — Limesy Lubos Pick — Matematicka analyza I

Limesy

Mé&jme {a;, }nen. Definujme posloupnosti {b }ren, {ck bren:
b = sup{a, : n >k, n € N}

¢ = inf{a, :n >k, n € N}

Pozorovani:

cr < ap < b Vk e N

{bk }ren je nerostouci = 3 lim by

k—oo

{¢k }ren je neklesajici = 3 lim ¢

k—oo

Limes superior

def lim b, limbg € R
limsupa, = <{ k—oo . )
n—00 +o0 {a,} je shora neomezena
Limes inferior
def [ lim ¢ limep € R
liminfa, = < k- ) ,
n—oo —00 {an} je zdola neomezend
Priklad:
(i) a,=(-1)", liminfa, = —1, limsupa, =1

(i) a, =1/n? liminfa, = limsupa, = lima, =0

Poznamky:

(i) Narozdil od limity, kterd nemusi existovat, liminf a,, a limsup a,, existuji vzdy.

(ii) liminfa, <limsupa,

VETA 10 (o vztahu limity, suprema a limes inferior):

lim a,, = A € R* < limsupa,, = liminfa, = A € R*

n—oo n—00 n—oo

DUKAZ:

“<:”
Vime: Vk € N: ¢ < ap < by

2 policajti ..
POEM lim a,=A

k—o0

lim ¢, = klim by =A€R"

k—o0

16



Lubos Pick — Matematicka analyza I
“:>7?

(i) Necht A € R:
Zvol € > 0. Potom dng takové, ze Vn > ng:

la, — Al < e
A_ESGnSA‘i‘E
A_ggcngangbnSA_Fg
0<b, —c, <2 (VYn > ng)

= lim (b, —¢,) =0= lim b, = lim ¢,
n—oo n—oo n—oo

(ii) Necht A = +o0:
Pak {a,} je shora neomezena.

limsup a,, =+

n—oo

Zvolime K € R. Pak dng e N, Vn>ng: a, > K.

inf {a,} > K =c¢p, > K

n>ngo
Protoze {cx} je neklesajici, mame Vn > ng: ¢, > K.

lim ¢, = 400
n—oo

(iii) Necht A = —oo: analogicky.

Cviceni:

Dokazte:

Posloupnosti — Limesy

liminf a,, + liminf b,, < liminf(a, + b,) < limsup(a, + b,) < limsup a,, + lim sup b,

17



Posloupnosti — Limesy Lubos Pick — Matematicka analyza I

VETA (Bolzano—Weieistrassova véta):

7 kazdé omezené posloupnosti 1ze vybrat konvergentni podposloupnost.
DUKAZ:

Necht {a,} je omezené posloupnost. Pak definujme

A =limsupa,

n—oo

Plati, ze A € R, nebot {a,} je omezena, tedy

b1 = sup(an) € R
neN

— inf(a,) € R
o= ahlen) €
C1§Cn§bn§b1 anN

Definujeme mnozinu:

My jeNiag;e[A-1,4+1]} £0

def .
mi = min M,

(index prvniho bodu v pasku A — 1, A+ 1).
Necht jsou definovana ni,...,n;_1. Pak definujeme:

M, S GeN, j >y a; € [A—1/25, A+ 1/2%))

ng def min My,
Takto definuji nekoneénou posloupnost indexti {ny }ren. Tim ziskdvdm vybranou posloupnost
di = an,, keN
Tvrdim, ze limy_, . di, = A. Zvolme € > 0, pak J kg takové, ze
1/2" <e  VE> ko
Tedy |d — A| < € pro k > ko, tedy

lim dk =A

k—oo

Q.E.D.

VETA (Bolzano—Cauchyova véta):

Posloupnost {a,} méa vlastni limitu, pravé kdyz plati tzv. Bolzano—Cauchyova podminka:

Pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, zZe:

lam — an| < e Vm,n € N (m,n > ng)

18



Lubos Pick — Matematicka analyza I Posloupnosti — Limesy

DUKAZ:

w9

Zvolime € > 0, pak In( takové, ze pro Vn > ng plati:
|A—a,| <e/2
Tedy pro Vm,n > ng:
|am — an| = |am — A+ A —an| <lam —A|+]an — A <e/2+e/2=¢
“om
Zvolime € > 0, pak dng takové, Ze pro Vn > ng plati:
|am — an| < €
Specialné pro m = ng:

Upy — € < p < Apy + € (VYn > ng)

Gpy — € < liminfa, <limsupa, < ap, +¢ (Ve > 0)

liminf a,, = lim sup a,, VA>3 4im a, = limsupa, € R

n— o0 n—00

Q.E.D.
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Ciselné fady — Lubos Pick — Matematicka analyza I

Ciselné rady
Definice

Necht {a,} je posloupnost redlnych éisel. Méjme m € N, pak s,, = a1 + a2 + - -+ + a,, nazveme
m-tym cdsteénym souctem fady Y a,,. Souctem nekonecné fady > .-, a,, nazyvame limitu posloup-
nosti {s,, }5°_;, pokud tato limita existuje. Limitu znac¢ime Y - . a,,

oo AeR fada konverguje
Z an = { +o0 fada diverguje
n=1

neexistuje  diverguje ¢i osciluje

Priklady:
(i) Z (—1)™ neexistuje
n=1

ad 1 1 1 1 1 1 1 1
ii e — i —1— -4+ -4 4.
@ 2 =2 e 537373 1"
n=1

1
32”+2:17%:>limsm:1:>2an:1

1 s
@) ) 5=F
(iv) E 1 konverguje, soucet nelze vyjadfit
Vnt+3 ’

V) D =lrg g

g =1
sm1+q+'~~+q”1{ 1 171
m qg=1
00 q>1
limsm{liq lg <1
neexistuje ¢ < —1

= Zq”_l konverguje < |g| <1

+00 qg>1
1 =1
lim¢" ! = lima, = 0 |qq| <1

neexistuje ¢ < —1



Lubos Pick — Matematicka analyza I Ciselné fady —

VETA 1 (nutna podminka konvergence fady):
(oo}
Necht Z ay, konverguje. Pak lim a, = 0.

n=1

Pozorovani

o0
Pro geometrickou fadu Z ¢" ! plati:

n=1

o0

g an konverguje <= lim a, =0
1 n—oo

n=

(Implikace vSak neplati pro vSechny fady.)

DUKAZ:

oo
Necht s = Zan, pak s € R.
n=1
lim s, = s
n—oo
lim s,+1 =35
n—oo

L

. . VOA . .
0=s—s= lim sp41 — lim s, = lim (sp41 — s,) = lim a,41
n—oo n—oo n—oo n—oo
lim a, =0
n—oo
Q.E.D.
Varovani

Implikaci nelze obratit (tedy podminka neni postacujici).

o0
nlingo an, = 0% Z a,, konverguje

n=1
Priklad:
Harmonicka fada Z 1 = +4o00:
"
1 1
Sm=1+-+-+ —
2 m
1 1 1 1
32m:1+§+"'+a+m—+1+"'+%
1 1 1
ngfsm:m—Her—H %
Sl 1, 1
~2m  2m 2m
B 11
T om 2

1
szm—sm2§ Ym e N

Tedy neplati Bolzano-Cauchyova podminka:

v2.12-
> lim s,, =+

n—oo

21



Ciselné fady — Rady s nezédpornymi ¢leny Lubos Pick — Matematicka analyza I
Rady s nezdpornymi ¢leny
Studujeme Z an, kde a,, > 0 pro Vn € N.
Pozorovani

Pro fady s nezdpornymi ¢leny mohou nastat pouze dvé moznosti. > a, € R nebo > a, = +oo.
To plyne z toho, Ze posloupnost {s,,}>2 ; je neklesajici, a tedy dle V2.9- 3 lim s,,, = Y ay,.

VETA 2 (linearita konvergentnich ¥ad):

Necht > a, a > b, konverguji. Pak:

(i) Z(an + b,) konverguje.

(i) Z ¢, konverguje < Z acy, konverguje pro Va € R\ .
Dukaz: (cvifeni)

VETA 3 (srovnavaci kritérium):

Necht > a, a > b, jsou fady s nezdpornymi Cleny. Necht dale existuje ng € N takové, Ze pro
Vn > ng plati a,, < b,. Pak:

(i) an konverguje = Zan konverguje.
(ii) Zan diverguje = Z b,, diverguje.

v

Obé tvrzeni fikaji vpodstaté totéz. (a, je “hodnéjsi” fada, b, “zlobivejsi”.)
DUKAZ:
(i) sn:a1+"'+an7 Um:b1++bm

Déle definujme o := limo,, € R.

Navic vime, Ze {s,} je posloupnost neklesajici.
sn:a1+...+an0+an0+1+...+an
§a1+"'+an0+0n (VnZno)

<ar+--+ap, +o (e R)

Tedy je {s,} neklesajici shora omezend posloupnost, tudiz 3 a, je dle V2.9- konver-
gentni.
(ii) <= (@)

Q.E.D.

22



Lubos Pick — Matematicka analyza I Ciselné fady — Rady s nezapornymi ¢leny

VETA 4 (limitni srovnéavaci kritérium):
Necht 77 an, Yoo by jsou Fady s nezdpornymi cleny. Necht dale existuje lim, .o @y, /by, =
A € R*. Pak:

(i) A€ (0,00) = Z a, konverguje < Z by, konverguje

n=1 n=1

(i) A=0= Z a, konverguje < Z b,, konverguje

n=1 n=1

(iii) A=00 = Z a, konverguje = Z by, konverguje

n=1 n=1

DUKAZ:

(i) Vime, Ze Ing € N takové, ze pro Vn > ng plati:

1
—A< dn <24 (jen Sikovné epsilon)
2 by,
A
‘=9 ia konverguje 5 f: éb konverguje =% ib konverguje
: n guj o Un guj n guj
n=1 n=1 n=1
. - Ve V3 .
S Z b, konverguje = Z 2Ab,, konverguje = Z a,, konverguje
n=1 n=1 n=1

(ii) Zvol € = 1, pak Ing takové, ze a, /b, < 1 pro Vn > ny, tedy a,, < b,, V.3-.
(iii) Zvol e = 1, pak Ing takové, ze a, /b, > 1 pro Vn > ng, tedy a, > b,, V.3-.

Q.E.D.
Priklady:

- nd+1 7 n3 1

Oy L]

1 V3+n+2n n n

nd +1

an = —F/—————————,
V3 +n+2n8

zvol b, = —
n

lim — = lim ————— =
n—o0 by n—o0 /3 4+ n+ 2n8

Tedy dle (i) Y a, konverguje < > b, konverguje. My ale vime, Ze Y b, = > + = +o0

4
n 2
a ntn ge(o,oo)

diverguje.

Z an = +00 (diverguje)
n=1
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Ciselné fady — Rady s nezédpornymi ¢leny Lubos Pick — Matematicka analyza I

ad n15 15
(i) > G n = %, zvol by = 1/2°
n=1

Potom
R
lim — = lim 7z =0
indukei, Bernoulli, ... ((cviceni))

Navic vime, Ze:

Z b, konverguje (geometrickd rada) (1:1>) Z ay, konverguje

VETA 5 (Cauchyovo odmocninové kritérium):
Necht 3 a,, je fada s nezdpornymi cleny:
(i) Necht 3¢ € (0,1), 3ng €N, Vn >ng: {/a, < q. Pak > a,, konverguje.
(ii) Necht limsup,,_, . {/a, < 1. Pak > a,, konverguje.
(iii) Necht lim, .. /a, < 1. Pak > a, konverguje.
(iv) Necht limsup,,_, ., /an, > 1. Pak > a, diverguje.
(v) Necht lim,, . /a, > 1. Pak > a,, diverguje.

DUKAZ:

(i) Polozme b, = ¢", pak a, < b, pro n > ng. Déle > b, konverguje (geometrickd fada,
g<1) Vi také >0 | an konverguje.

(ii) Oznaé limsup,,_,., /a, =A< 1. Zvole >0, A+¢e < 1.

Ing, Vn > ng: sup{ Var,k >n} < A+e¢

Tedy /a, < A+e,n>ng.
Oznaé ¢ def 4 + ¢ < 1, tvrzeni plyne z V.-1.
(iii) Plyne z V.-2: 3lim = lim = lim sup.
(iv)
limsup a, > 1
= 3 vybranda posloupnost {an, }rey, "¥/an, > 1
=an, >1VkeN

= neplati nutnd podminka lim a, =0= Z{an}
n—oo

Jiny pohled na posledni krok

ianz iank (nebot a, >0) > ilz—f—oo

n=1 n=1 n=1

(v) Thned plyne z V.-4.
Q.E.D.
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Lubos Pick — Matematicka analyza I Ciselné fady — Rady s nezapornymi ¢leny

VETA 6 (d’Alembertovo podilové kritérium):

Necht > a,, je fada s kladnymi ¢leny:

(i) 3¢ € (0,1),3Ing € N, Vn > ng: “2 < g = > a, konverguje .

an

(ii) Necht limsup,, . = < 1. Pak Y a, konverguje.

an
(iii) Nechf lim, .o “** < 1. Pak Y a, konverguje.
(iv) Necht lim,, o “2 > 1. Pak Y a, diverguje.

Qn

DUKAZ:
(i)
Ang+1 S qan,
Ung+2 < qOng+1 < Gan,
Ano+k S qkano

o0 o0 o0
= Zan < Za”+anquk
n=1 n=1

n=1

konverguje

V.3- .
= Z a, konverguje

(ii) (i) = (ii) ({cviceni))
(iif) (i) = (iii) ({cviceni))

(iv)

. a a
lim —tt >1=dng, Yn = ng: ntl o

= {a,} je rostouci od jistého indexu

= lim a, #0 Ve Z ay, diverguje

n—oo

Q.E.D.

Poznamka o nebezpedich

(i) lim,—oo {/an =1 = nevime nic.
(ii) lim, o “2* =1 = nevime nic.
Priklad:
Z% diverguje, > # konverguje, obé maji limitu 1.
(iii) Parametr ¢ < 1 je dilezity!
Piiklad:

Ya, <14 Z a,, konverguje Vn > ng

nt1 <1l Z a,, konverguje Vn > ng

a n
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Ciselné fady — Rady s nezédpornymi ¢leny Lubos Pick — Matematicka analyza I

Ap+1

(iv) Jestlize lim sup

n—oo an

Priklad:

> 1, fada divergovat nemusi.

1
1+ 3 + 1 + 3 + -+ on konverguje. Po zpfehazeni také, ale limes superior uz nesedi.

Priklad:

X n,n
. an
Vysettete, pro kterd a > 0 konverguje fada E ‘
nl

n=1

Pozorovani

(i) a=0: > a, konverguje.
(ii) a moc velké: > a,, diverguje.

(iii) a=1: 320, 27 = +00 = 3. a, konverguje.

n=1 nl

Dle d’Alemberta:

n

an, (n+1)! ann™

= lim 2 = ge
n—oo a'ﬂ
=a€(0,1/e) = Z a, konverguje
=a€(l/e,00) = Zan diverguje

= a = — = nevime nic
e

Zbyvajici vySettreni

Diverguje, nebot

(cviceni)

VETA 7 (Cauchyovo kondenzaéni kritérium):

Necht > ay, je Fada s nezdpornymi ¢leny a necht I3ng € N takové, ze pro Vn > ng plati an1+1 < an.
Pak:

o0 oo
Z an konverguje <= Z 2" aon konverguje

n=1 n=1
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Lubos Pick — Matematicka analyza I Ciselné fady — Rady s nezapornymi ¢leny

DUKAZ:
“<=": Piimo:
Necht ZQ"agn konverguje. Oznac:
Sn:a1+"'+an
tr :a1+2a2+4a4+~--+2ka2k
Vime: lim f; < 0o
k—o0
Potom k danému n 3k: n < 2F.
Sp=a1+az+az+ag+---+ap
<ay+(az+az)+(ag+---+ar)+--+ (age + -+ agrt1_1)
§a1+2a2+4a4+~-~+2ka2k =t

=>Vn: s, < tlim ty = S, je omezena = Zan konverguje
— 00

“=": Nepfimo:
Necht Z2“a2n diverguje.
Vime: klim tr = +oo
Potom k danému n 3k: n > 2F.
Sp=ay+az+aztag+---+an
=a1+az+(az+aq)+ (a5 + - +ar)+-+ (agr—141 + - + agr)

1
2%+a2+2a4+4a8+~--+2’“*1a2k:§tk

= lim s, > hm tr = +oo

n—oo

= Z an, diverguje

Q.E.D.
Priklad:
=1
Pro kterd a € R konverguje fada Z —7
na
n=1
Z ptvodnich kritérii nevyplyva nic, nebot lim, .. {/ n% =1, lim, (n:i)a = 1. Navic

Vime ze fada konverguje pro a = 2 a diverguje pro o = 1. Pro a < 0 diverguje také. Pro a > 0
je n— klesajici, tedy lze uzit V.7-.

1 : o0
Z v konverguje g} Z (2” @

> 1 (geometricka Fada)

i ) konverguje

HM8

) konverguje

Zavér

— 1
Z — konverguje < a>1
na

n=1
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Piiklad:
Z 5— konverguje & a >1
oy nlog®n
DUKAZ:

o0
1
Z konverguje < ; <2”W) konverguje <

1 1 ,
(@@;n—akonverguje Sa>1

VETA 8 (Raabeovo kriterium):

Necht > a,, je fada s kladnymi ¢leny.

a
lim n ( o 1> >1= Zan konverguje
n— o0 Ap 41

lim n ( In_ 1) <1l= Zan diverguje

n—=o0 \Gn41

Priklad:

(cviceni)
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Lubos Pick — Matematicka analjza I Ciselné fady — Absolutni konvergence

Absolutni konvergence

Definice

o0
Rekneme, ze fada Zan konverguje absolutné, jestlize Z |ar| konverguje.

n=1

Poznamky:

(i) {an} je posloupnost relnych ¢isel = {|a,|} je posloupnost nezadpornych ¢isel.

(ii) > ay, konverguje absolutné = > a,, konverguje. (Neplati obracené!)

Priklad:

— (—1)"*! 1 1 1
27:1—§+§—Z+--~=log2

konverguje, ale

T-0-D-0: Tady toho dost chybi.
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T-0O-D-0: Neabsolutni konvergence. Zde toho dost chybi.

Funkce

Zakladni definice

(i) Funkei jedné realné proménné rozumime zobrazeni f: M — R, M C R.
(ii) Rikéme, 7e f je na M

(1) rostouct: Vz,y e M : z <y = f(z) < f(y)
(2) Klesajici: Vo,y e M : x <y= f(z) > f(y)
(3) nerostouci, neklesajici (analogicky)
(iii) Rikdme, Ze f je na M
(1) suda:
I.xeM= —zecM
II. f(z) = f(—=x) Vee M
(2) licha:
I.xeM= —zecM
II. f(z)=—f(—=x) Ve e M
(3) periodicka (s periodou p > 0):
I.xeM=x+tpeM
IL. f(z+p)=fle—p)=flx) VzeM

Okoli
acR,§>0:

(i) P(a,d) — prstencové (redukované) okoli bodu: (a — é,a) U (a,a + 0)
(i) U(a,9): (a—d,a+06) =P(a,0)Ua

(iii) P*(a,d): (a,a+9)
(iv) P~ (a,d): (a—6,a)
(v) UT(a,d): [a,a+9)
(vi) U (a,9): (a—d,d]

P(+00,8) = (1/8, +00) = U(+00,d)
P(=00,8) = (=00, —1/8) = U(—0,0)
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Lubos Pick — Matematicka analyza I Funkce — Limita funkce

Limita funkce
Necht f: M — R, M C R. Rekneme, 7e f ma v bodé a € R* limitu A € R*, jestlize:

Ve >036 >0, Vo € Pla,d) = f(z) e U(A,¢)
Znaéime: lim f(z)=A

r—a

Poznamky:

(i) lim,_, f(x) = A, pak je funkce definovina na néjakém prstencovém okoli bodu a. V bodé a
funkce f mtize a nemusi byt definovana. Je-li f definovéna v a, pak f(a) nemd vliv na limitu

lim, ., f(x).
(ii) lim,_., f(x) neexistuje, existuje nevlastni (A = +00) nebo existuje vlastni (A € R).

(iii) Limitu poéitdme bud ve vlastnim bodé (a € R) nebo v nevlastnim bodé (a = £o0).

Jiné (ekvivalentni) formulace:

acR, AcR:

lim f(z) =A<=Ve>030>0, V€ (a—d,a+9d)—{a} = flx) e (A—¢e,A+¢)

r—a

a€R, A= +o0:

lim f(z) =A<=VKeR3I§>0,Vre(a—d,a+d)—{a} = f(z) > K

r—00

Obecné: Ve > 036 > 0: f(P(a,d)) CU(A,¢)

Definice:

Necht f:M — R, M C R, a € R. Rekneme, 7e f m4 v a limitu zprava (zleva) rovnou A € R*,

jestlize:
Ve>038>0, Vo € P (a,0) = f(z) € U(A,¢e)
(Zleva P~.)
Znaéime lim f(x) = A.
r—at
Pozorovani:
a€R, AeR*"

lim f(z) = A xl_l)r(rll+f(1:) = lim f(z)=A4

Tr—a T—a—

Dukaz: (cviceni)
Priklady:

(i)
f(z) =z, x€|0,00)
_fVx  zel0,00)—{25
fa)={ Mg LB
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Dukaz z definice: Déano ¢ > 0, chci § > 0 tak, aby
r€(25—0,25+08)— {25} = Vre (b—¢,5+¢)
0 volim tak, aby v25+d <5+ecAV25—0>5—¢

= "B in{(5 + )2 — 25,25 — (5 — €)%}

(il) f(x)=c,zeR:
Pak lim f(r) = c pro Ya € R. Dano ¢ = § libovolné.

(iii) f(z) =signa:

-1 z € (—0,0)
signz = 0 z=0
1 2€(0,00)

liII(l) f(z) neexistuje (nebot liI(Ijl f(z) = -1, lir(r)1+f(x) =1).

(iv) Dirichletova funkce D(z) = bool(z € Q):
Nema ani jednostrannou limitu v zaddném bodé = € R.

(v) Riemannova funkce:

_J0o  z¢Q
R(x)_{l/q reQ, z=np/q

(viz D1).

lim R(z) =0 VaeR

r—a

(Pro kazdé ¢ si najdu oblast, kde z néj nic nevyskoéi, a to bude §.)

Spojitost

Necht f: M — R, M C R. Funkce f je spojitd v a € R, jestlize

lim f(z) = f(a)

r—a

Priklad:
R(z) je spojita v Vo ¢ Q.

VETA 1 (Heineova véta):

Necht f: M — R, M C R. Necht f je definovdna na n&jakém prstencovém okoli bodu a € R*
(P(a,dp)). Potom jsou nasledujici dvé tvrzeni ekvivalentni:

(i) lim,_, f(z) = A € R*

(ii) Pro kazdou posloupnost {z,}5°; spliiujici pro Vn € N z,, € D(f), lim, 0o zp, =a a x, #a
plati lim,, o f(z,) = A. (Viz D2)
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DUKAZ:

(i) = (ii)
Vime: Ve > 036 > 0: f(P(a,d)) CU(A,¢)
Necht {z,} spliiuje pozadavky (ii), tj.

lim z, = a,
n—oo

Tn #a (Vn € N)

Tedy k € > 0:
dng €N, Yn >ng: z, € U(a,?d)

(nebot limz,, = a). Ale
Tp #a¥n = 3Ing, Yn >ng: x, € P(a,d)

Tedy
flzn) eU(Aye) = lim f(z,)=A

(i) = (i)
Sporem: Predpokldadéme, Ze neplati (i), ale plati (ii).
Neplati (i), tedy:

lim f(z) # A<= 3e>0, V0 >0 3z € P(a,d): f(z)dU(A,e)

r—a

Necht je ddno n € N. Zkonstruujeme z,, tak, ze z,, € P(a,1/n)NP(a,dp) a f(x,) ¢
U(A,e). Toto lze udélat, staci polozit 6 = 1/n. To provedu pro Vn € N.
Nyni mame tedy posloupnost {x,,}22 ;. Zfejmé plati:

zn, € D(f) (2, € P(a,dp), Vn € N)
Tp #Fa YneN
7,11_{2096" =a (xz, € P(a,1/n), nh—{& 1/n=0)
Ale nlingo f(zyn) # A, protoze jsme si fekli f(x,) ¢ U(A,¢).
1 Spor

VETA 2 (o jednoznaénosti limity funkce):
Funkce f ma v kazdém bodé nanejvyse jednu limitu.
DUKAZ:
Necht lim, ., f(2) = AA lim,_,, f(z) = B.

Necht {x,} spliuje lim,_ . x, = a.

Heine lim f(z,) = A, lim f(z,) =B = A= B V-2 tvrzeni véty.

Q.E.D.
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VETA 3 (o lokalni omezenosti funkce s vlastni limitou):

Necht f ma v a € R vlastni limitu. Potom existuje 6 > 0 takova, Ze f je na P(a,d) omezena.
DUKAZ:

Vime: Pro Ve >0 36 > 0 takové, ze f(P(a,d)) < U(a,e).
Limita je vlastni, A€ R = U(A,e): (A—¢e, A+e¢).
Zvol e = 1. Pak existuje § > 0 takova, Ze:

f(P(a,08)) <U(AT)
fl@)e(A=1,A+1) VzeP(450)
= f je omezend na P(a, 5)
Q.E.D.

Poznamka:

VETA 4 (o aritmetice limit funkci):

Necht lim f(z) = A, lim g(z) = B, a € R*. Pak:

(1) lim(f(z) 4+ g(z)) = A+ B, je-li vyraz vpravo definovan.
(ii) lim(f(z)-g(x)) = AB, je-li vyraz vpravo definovan.

(iii) lim f(x)/g(x) = A/B, je-li vyraz vpravo definovan.

DUKAZ:

(1)

Zvol posloupnost {z,}, lim, . , = a, x, # a. Potom dle Heine 1:

lim f(z,)=A
n—oo
lim g(x,) =B

VOB tim (f(on) +g(aa)) = A+ B

r—00

a protoze je posloupnost libovolna,

Hee 2 Jim (f(2) + g(a)) = A+ B

r—00

(i), (iii) analogicky.
Q.E.D.
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VETA 5 (o uspofadani a funkénich policajtech):

(i) Necht lim,_,, f(z) > lim,_, g(z), a € R*. Pak existuje prstencové okoli P(a,d) takové, ze
pro Va € P(a,d) plati f(z) > g(x).
(ii) Necht pro Va € P(a,d) plati f(z) < g(x) a necht existuje lim,_, f(z) a lim,_., f(x). Potom
lim, ., f(z) <lim,_, g(z).
(iii) Necht pro Vz € P(a,d) plati f(z) < h(z) < g(x) a necht lim f(x) = lim g(z). Potom existuje
limh(x) a lim f(z) = lim h(z) = lim g(x). (“Policajti.”)

DUKAZ:

(i) Necht lim,_., f(z) = A, lim, ,,g(x) = B, A > B. Zvolim ¢ > 0 tak, aby U(A,e) N
U(B,¢e) = () (futrély se nepotkaji). K tomuto ¢ existuje § takova, Ze:

f(P(a,8)) CU(A,e), g(P(a,0)) CU(B,e)

= f(z) > g(x) Va € P(a,0d)

(i) Skoro totéz.
(iii) Zvolim & > 0, pak existuje g > 0 takové, Ze:

f(P(aa 50)) - U(Av 5)7 g(P(av 50)) - U(A, 5)

= v =min(d,d) : h(P(A,7y)) CU(A,¢)
= lim h(z) = A

r—a

Q.E.D.

Poznamka:
Vsechny véty v této ¢asti plati i pro jednostranné limity. Napt. Heine:

lim f(z) <=

T—a4

T, € PT(a,6)  pro néjaké d >0
lim, oo Tp =a

{xn e P(f)

= lim f(z,)=A4

n—oo

Piiklady:

(i) limO xD(x) =0
r—
(ii) lim sin(z) neexistuje (Heine).
Staci zvolit posloupnost {z,}, z, — inf, lim f(z,) = limsin(z,). Volime z,, = n7/2. z, =
{1,0,-1,0,1,0,—1,...}. Limita neexistuje.
(iii) lim sin(1/z)
CEHO_F

Zvolim x,, = 2/(mn), pouzijeme Heineho vétu.

Spojita funkce
a € R, f je spojita v a, pravé kdyz:
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lim f(z) = f(a)

= Ve>030>0: fU(a,8) CU(f(a)e)

/ je spojita zprava v a, pravé kdyz vyse uvedené plati pro x — ay a f(UT(a,d)).
f je spojita zleva v a, pravé kdyz vyse uvedené plati pro x — a_ a f(U (a,0)).

Disledek VOALF:
Necht f a g jsou spojité v bodé a € R. Pak f+g a f-g jsou také spojité v a € R. A jestlize
navic g(a) # 0, pak také podil f/g je spojity v bodé a € R.

Priklad:
Nebof lim, .,z =a Va € R, je kazda funkce tvaru

P(x) = anz” + an_12™ " + -+ 4 az + ag (ag,ay,...,an €R)

spojita v kazdém bodé a € R. Takovou funkci nazyvame polynom.

Slozena funkce
sin(z?) je funkce slozen4. Podobné jako sklddani zobrazeni:

2B g(2)f(g(x)) <= (f o g)

(fog)(z) def f(g(z)) — sloZena funkce. f nazyvime vnéjsi funkce, g vnit¥ni funkce. Napt.:
g(x) = 2%, f(y) =sin(y) = (f o g)(z) = sin(z?)

Varovani: Skladani zobrazeni neni komutativni! (go f)(y) = (siny)?

Necht:
lim g(z) = A

r—a

lirr}1 f(y) = B (Pozor na x — Al)

Plati pak, ze lim,_,(f o g)(z) = B? Neplati!
Piiklad:

g(x) =0

il 1

(fog)lz) =1
lim (£ 0 9)() = 1
Ale:
lim g(x) =0

z—0

lim f(y) =0

y—0

(blizi se k 0, ale nikdy tam nedorazi).

Z Spor
Co délame spatné?

(i) Vnitini funkce je konstantni.
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(ii) Vngjsi funkee je nespojita v tomto bods.

VETA 6 (o limité sloZené funkce):

Necht lim,_., g(xr) = A (vnitini funkce), lim,_, 4 f(y) = B (vnéjsi funkce); a, A, B € R*.
Necht navic plati jeden z predpokladi:

(P1) f je spojitd v bodé A.

(P2) 35 > 0 takovd, ze g(x) # A pro Vax € P(a,0) (tedy se vnitini funkce “vyhybd” své
limits).

Potom plati: lim (f o g)(z) = B.
DUKAZ:

Poznamka:

Proc¢ véta nelze dokazat bez predpoklada? Lzidukaz:
Ke zvolenému ¢ > 0 najdu ¢ > 0 takové, ze:

f(P(A4)) CU(B,e)
K >0 3p > 0 takové, ze:

9(P(a, 1)) S U(A, )

?

= (fog)(P(A,n) C fU(A, )

Chci tak C U(B,¢), to ale nejde! Misto f(U(A,)) bychom v tom piipadé museli
pouzit f(P(A,1)).

Mozné cesty z nouze:

(i) UZ od zacéatku si vezmu U(A, ) — pozaduji spojitost.
(ii) Nebo vnitini funkci zakézi, aby nabyvala své limity — dostanu P(A, ).
Tedy:

(P1) Zvole > 0:
Y >0: f(U(AP) CUB,¢)

(U(A, ) misto P si mohu dovolit, nebot je f v bodé A spojité, tj. f(A) = B.)
Fp:g(Pla, p)) CUA, )

(f 0 9)(P(a, 1)) = f(g(P(a,p)) € f(UA,¢)) CU(B,e)

(P2) Zvol e > 0:
3¢ >0: f(P(A,¥)) CU(B,e)

Nebot g(x) # A pro « € P(a,d) a k ¢:

Jp:g(Pla,p)) CSU(A, )

Y= min(67 /J’) : g(,P(a77)> - ,P(Av'(/})
fg(P(a, 1)) € f(P(A,¥)) CU(B,e)
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Q.E.D.

Intervaly

Necht a,b € R*, a < b. Pak otevienym intervalem (a, b) nazyvame mnozinu vSech {z € R, a <
x < b}. Uzavieny interval [a,b] je definovén pro a < b jako mnozina {x € R, a < z < b}.

VETA 7 (o limité monoténni funkce):

Necht funkce je monoténni na otevieném intervalu (a,b), kde a,b € R*, a < b. Potom existuji
limg o, f(x)1lim,_p_ f(x).
DUKAZ:

T-0-D-0O: diagram
Necht f je napf. neklesajici. Zvolime ¢ > 0 a definujeme mnozinu M = f((a,b)) = {f(z), =z €
(a,b)}. Potom definujeme A :=inf M. Z (ii) vlastnosti infima:

Jxg, zo € (a,b) : A< fx) < f(xo) YV € (a,zo)

Tedy:
flz) eU(A,e)

Tudiz f((a,z0)) CU(A,¢€) a staci zvolit 6 > 0, aby PT(a,d) C (a,z0). Tedy
lim f(z)=A
I*}a+

Analogicky dalsi ptripady.
Q.E.D.
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Spojité funkce na intervalu

Definice:

Je-li (a,b) interval, pak a nazyvidme pocateénim bodem intervalu, b pak koncovym bodem
a x € (a,b) vnitFnimi body intervalu. Obdobné pro uzaviené a polouzaviené intervaly.

Definice:

Rekneme, ze funkce f je spojita na intervalu I, jestlize je spojitd zprava ve vSech bodech
intervalu kromé koncového a zaroven spojita zleva ve vSech bodech intervalu kromé pocateciho.

VETA 8 (Darbouxova):
Necht f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b], a < b, a,b € R a f(a) < f(b). Pak
Vy € (fla), f(b)) 3z € (a,b) : f(zx) =y

(Neboli spojita funkce nabyva na intervalu vSech mezihodnot.)
DUKAZ:

T-0-D-0O: diagram

Definujeme mnozinu M := {z € [a,b] : f(x) < y}. Je neprazdnd (¢ € M) a omezend
(M C [a,b]).

Oznac xg = sup M. Tvrdime, Ze f(zo) = y. To nyni dokdZeme sporem s vlastnostmi suprema.
Predpokladejme:

flzo) <y=3e>0: f(zo) ¢ Uy, ) = y ¢ U(f(x0),€)
Funkce je spojita, tedy k € 36 > 0 takova, ze
f(l') ¢ Z/l(y,s) Va € u(l'oa 5) N [a7 b]

(f(x0) je “strasné” daleko od y a nevejde se do e-okoli y) T-O-D-0: Diagram

Cili £y neni supremem mnoziny M, nebot existuji body x > ¢, coz je spor s prvni vlastnosti
suprema)

Necht f(z9) > y. To je ve sporu s druhou vlastnosti suprema. Je > 0 takové, Ze y ¢

U(f(x0),e). K & potom 36 > 0 takovd, Ze
Vo € U(xg,e) : f(x) >y=Vr e (xg—0,20): f(x) >y

Pak ale xg nemiiZze byt supremum, protoze je pfed nim “dira” xy — d.

7 Spor

VETA 9 (zobrazeni intervalu spojitou funkci):

(Nebo také “o spojitém obrazu intervalu”.)
Necht I je interval a necht f: I — R je spojitd. Pak f(I) je interval. (Pozor, obrazem otevieného

intervalu je uzavieny interval.)

DUKAZ:

LEMMA:
Necht ) # M C R a necht plati

Ve,ye M, VzeR: z<z<y=z2zeM
Pak M je interval.
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DUKAZ:
Definujme a :=inf M, b :=sup M, a < b (mnozina M je neprazdnd) a tedy (a,b) C
M C [a,b]. Tedy M je interval.
Q.E.D.

Necht y1,y2 € f(I):
Jzr,x €1 fz1) =y1 A f(22) = 2
Bez Gjmy na obecnosti piedpokladejme y; < ya. Necht ys € (y1,y2). Dle V.8 pak
w3 € [21,22] ¢ f(23) = Y3

Tedy mé f(I) vlastnosti mnoziny M z lemmatu, takze je dle lemmatu f(I) interval.
Q.E.D.

Definice:
Méame-li f: M — R, M C R, fekneme, ze f nabyva v bodé a € M:

(1) maxima na M, jestlize Vo € M, f(x) < f(a)

(i) minima na M, jestlize Vo € M, f(x) > f(a)
(iii) ostrého maxima na M, jestlize Vo € M \ {a}, f(z) < f(a)
(iv) ostrého minima na M, jestlize Vo € M\ {a}, f(x) > f(a)

(v—viii) lokalnich, jestlize existuje § > 0 tak, ze f nabyva na mnoziné M NU(a,d) maxima (minima)

T-0-D-O0: 1S je néjaké divné. ..
VETA 1S (Heineova véta pro spojitost):

Necht f je definované na okoli bodu a € R. Pak f je spojitd v bodé a, pravé kdyz pro kazdou
posloupnost {z,} € D(f), lim,_, x, = a plati lim,_, f(z,) = f(a).

Cvideni:

Rozmyslete si, pro¢ v této vété musi byt navic predpoklad x, # a.

Zname: f spojitd v a & [z, — a = f(z,) — f(a)].
Otazka: Kdy nabyva funkce svého maxima ¢i minima?

A={f(z), = € D(f)}, Fsup A
Priklady:

(i) f(z) == na (0,1). T-O-D-O: graf
(ii) f na [0,1] nem4 maximum. Je spojita na [a, b]? T-O-D-O: graf

VETA 10 (vztah spojitosti a extrémi):

Necht f je spojitd na [a,b]. Pak f nabyvé na [a,b] svého minima i maxima.

DUKAZ:

A={f(z), z€a,b]}, M=supA

Z vlastnosti suprema: 3 posloupnost {f(z,)}52 takova, Ze lim, . f(z,) = M. Pak {z,,} C
[a,b], tedy {z,} je omezen4.
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Tudiz dle Bolzano-Weistrasse 3 posloupnost {zy, },

lim z,, =c¢€ la,b

nj—00

f je spojita v ¢, tudiz

nj—00

Ale pfitom lim,, o, f(z,) = M, neboli

lim f(an,)=M

nj—00

Podle véty o jednoznacnosti limity: M = f(c), tedy f nabyva svého maxima M v bodé c.
Minimum obdobné.
Q.E.D.

VETA 11 (vztah spojitosti a omezenosti):

Spojita funkce na [a,b] je omezend.
DUKAZ:

Dle V.10- f nabyv4 min, max. Ozna¢me m = min f, M = max f. Pak m < f(x) < M pro
Va € [a,b] = f je omezenA.
Q.E.D.

Pozn.: Piedpoklady jsou podstatné!

Prosta funkce

Definice:

Rekneme, Ze f je prosta (injektivni) funkce, jestlize » # y = f(x) # f(y) pro Va,y € D(f).
Piiklady:

(i) sin neni prosty na R, ale je na [—7/2,7/2].

(ii) Konstantni funkce nebyva prosta.

Inverzni funkce

Definice:

Necht f je prostd funkce na M C R, kdy f: M — f(M). Pak inverzni funkce k f (oznacime
f71) je definovéana na f(M) pro Vy € f(M) jako:

iy =z ey = fl)

Priklady:

(i) f(x) =22 na [0,00)
(ii) f(y) = /¥ na [0,00)
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VETA 12 (o inverzni funkci):

Necht I je interval v R, f je definovand, spojitd a rostouci (& klesajici) na I. Pak f~! je
definovand, spojité a rostouci ¢i klesajici na f(I).

DUKAZ:

Definovanost a monotonie
Necht f je napiiklad rostouci, pak f~! je definovana a rostouci na f(I).

yi = f(;)
zi = " (yi)
Al -1 -1
Y1 <y2 = fla1) < fa2) = a1 <@ <= 7 (1) < 7 (y2)
Spojitost
Zvolime yo € f(I), yo = f(z0), o = f~*(30), € > 0. Nechf yy je vnitinim bodem
f(I), pak xq je vnitfnim bodem I.
Fxy, 29, 1 < o < T3 = (T1,22) C U(20,¢)
Zvol § > 0 tak, aby U(y,d) C (f(z1), f(z2)). Tedy pro e > 0 3§ > 0 tak, ze:
FEUWo,0)) € F7H(fr), fx2) = (w1,22) CU(m0,8) =U (f (o), ¢)

Tedy f~! je spojitd v yp. Obdobné pro krajni body ({cvic¢eni)).
Q.E.D.
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Zavedeni elementarni funkce
Chceme definovat transcendentni funkce, zejména:

e exp, log, a”

e goniometrické funkce (sin, cos, tg, cotg)

cyklometrické funkce (arcsin, arccos, arctg, arccotg)

hyperbolické funkce (sinh, cosh, tgh, cotgh)

VETA 13 (zavedeni exponencialni funkce):
3! redlna funkce “exp” splilujici axiomy:
(i) exp(x +y) =expz-expy Vr,y € R
(ii) expz >1+4x Ve eR

DUKAZ:

(A) Jednoznacnost (pfedpoklddame, ze existuje):
(1) exp(mz) = (expx)™ Vn € N,z € R: Trividlné indukei z (i).
(2) exp(0) =1:
exp(0) = exp(0 + 0) O exp(0)? = exp(0) = !
P P P P 0 nikdy — (ii)

1 .
expzT’

(3) exp(—z) =

1 = exp(0) = exp(z — z) = exp(x) - exp(—2x)

(4) expz #0 Vz € R: Thned plyne z (3).
(5) lim expx = +oco: Thned plyne z (ii) — dolni policajt (1 + z).

(6) lim expz =0: Kombinace (3) a (5).

r——00

(7) expz >1 Va > 0: Ihned z (ii).
(8) exp /" naR:

(7)
r<y=1< exply—z) = by = expy > expx
exp T
. expr—1 |
(9) lim ———=1()

1 3 (ii)
LN exp(—z) > 1—x
expx
To znamena:

(ii) 1
1+ < expr < ——
1—=z

1 T
=z <expr—1< —1=
1—=x 1—=x
expr — 1 1
- 1 <3P

~~ T 1—2z
—1 N—— N——

—1 —1
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(10) exp je spojitd na R:
Pro Va € R musi platit:

lim (expx — expa) = lim expa - (expx — l> =

r—a r—a exp a
exp(x —a) —1
= lim expa (p()) (x—a) VAL
L0 -~ r—a N— —
—expa —0
) |

(11) expz = lim (1+ f)" Ve e R (1)
r—00 n

Takto pfi definici limitou také dokaZeme jednoznacnost — limity jsou jednoznacné.

zy () x
exp (——) >1——
n n
To znamena:

V.IER,TLENZ(I-I-E) Sexpxﬁ(l——>7

2 —nB 103 2 —1
Ves0: 1 <W<<1f> §<1)
~—

—1 a (1+%)n B n2 n
—1 —1

(pro dost velka n)
(B) Existence:
Dokazujeme existenci lim (1 + E) pro Vx € R.
n

n—oo

1. krok
{(1 + %) } je rostouci pro z > 0.

Pouzijeme AG-nerovnost ve tvaru

, aitax+--+a
"ay . ap < — 2n+1 L

proa; =ag=-=a, =1+, apy1 = 1:

n AG (1 z 1
nt1 (1+E) < ( +n)n+ —14 x
V n n+1 n+1

AR x n+1
(1+%) §<1+ )
n n+1

n
Tedy je posloupnost {(1 + E) } rostouci.
n

2. krok
n
Posloupnost {(1 + E) } je omezena.
n

Vime, Ze je monoténni, tedy staci dokazat, Zze néjakd podposloupnost je omezena.
Tvrzeni: {a,} monoténni a {a,, } omezend = {a,} omezena. Dtikaz: (cvifeni).
Dokazeme, ze

Vz eR* 3k eN, VnEN:(l+%>nk<(1_£)k
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Pottebuji k tak velké, aby % < 2, tj. aby platil Bernoulli.
T

T\ " nk+z\ " nk " T "
(1+%) _< nk ) _<nk+z> _(x_nker)

Bernoulli nT

T
>1— —, umocnit na k

> - 9
- nk+x — k

Posledni nerovnost plati, nebot nkz < nka + 22

Q.E.D.

Poznamky:

(i) exp(0) =1
(ii) exp(1) = lim, 0o (1 + %)" =e
(iii) exp je rostouci, exp:R — (0,00) = exp mé inverzni funkci na (0,00). Tuto funkci
nazveme piirozenym logaritmem, znacime “log”.

logx

(iv) a>0, def. log, z = 257

VETA 14 (zékladni vlastnosti logaritmu):

Funkce log, definovana predpisem

log = exp

ma nasledujici vlastnosti:

(i) D(log) = (0,00), log: (0,00) — R

(ii) log(xy) =logz +logy Va,y € (0,00), log(z™) = nlogx
(iii) log je spojity, rostouci na (0,0), log1l =0, loge =1, log1/x = —logx
(iv) Zékladni limity:

lim logx = —c0
l‘—>0+

lim logz = oo

I I 1
lim 087 _ i gD
z—1qx —1 x—1 x

DUKAZ:

Plyne z odpovidajicich vlastnosti funkce exp. {cviceni)
Q.E.D.

Obecnéd mocnina

a>0 (1), b €R, pak definuji

ab % exp(bloga)

Specialné, definuji funkei a® def exp(zloga). Proa=e: e” =expx.
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Poznamka:

2 _ 62 log x log z+log x logx | elog T 2

T =e =e =x-r==x

Sinus
Co od né&j chceme?

e definovana na R
e spojita

e 2m-periodicka

e omezena

sinx __
2 =1

e souctové vzorce

[ llmxﬂo

e pevné body:

Stredoskolska definice

. a
sina = —
c

Ale v ¢em méfim a? Ve stupnich vznikne néco “rozhnacaného”, ale s radidny se dostavame do
kruhu, nebot nemédme definovanu obloukovou vzdalenost. Tu bych musel matematicky definovat
zase pres sin.

VETA 15 (goniometrické funkce):
3! redlnd funkce s a 3! redlnd funkce ¢ takové, zZe:
(i)
s(z +y) = s(x)e(y) + c(z)s(y)
c(z +y) = c(@)c(y) — s(x)s(y)

(ii) s lich4, ¢ sud4 (na R)
(iii) s >0 mna (0,1), s(1)=0

DUKAZ:
Necht takové funkce existuji. Pak:
(1) s(0) =0 (z lichosti)
c(0) =1:

oz + (~)) = e(@)e(—) — s(z)s(~z) "L A(z) + 52(a)

¢(0) = ¢(0+0) = *(0) + s%(0) = 2(0) = ¢(0) = 1

T-0-D-0: Ale to plati i pro ¢(0) =0 ...7!
(2) A(x)+s*(x)=1 VzeR
Plyne z pfedchoziho — ekvivalentni k c(x + (—x)) = ¢(0) = 1.
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Ve e R: s(2x) = 2s(z)c(x)

c(2z) = P (x) — s2(z)
Thned plyne z (i).

)
(4) s(1/2) =1, ¢(1/2) =0

(3)

0™ 1) @ o s1/2) c(1/2) = c(1/2) = 0
——
>0 (i)
@) s1/2) =1
(5) e(1) = —1

1) =c@-1/2) ¥ 22 -2 (1/2) =01
(6) s(z +1) = —s(z) (antiperiodicita):

s(z+1) = s(x) e(1) +c(z) s(1) = —s(x)
Y

s(x 4 2) = s(z) (periodicita):
s(z+2)=s(x)e(2-1) + c(z)s(2-1)
= s() (*(1) = s%(1)) +e(x) (25(1)c(1))

1 0

= s(x)
(7) s(1/2—2) =c(x)

s(1/2 —x2) =s(1/2) c(x) — c(1/2) s(x) = c(z)
Hll—/ T/

(8) ¢>0mna(0,1/2) — z (7) a (iii)
(9) s je rostouci na (0,1/2), ¢ je klesajici na (0,1/2).
Volime z, y tak, aby 0 < x —y < x < 1/2 (tedy také 0 < y < ),
sz —y) = s(x) cly) = c(x)s(y)
<1 >0 (8), (iii)
< s(x)

(10-)
c(1/2") = /%
s(1)om) = 12 012/27171
(cviceni)

(10) s, ¢ spojité v bodé 0.

V bodech k27" definujeme funkce s, ¢ dle (10-). V ostatnich bodech (z # k27")
pak limitné supremem:

£ k27" s(z) =sup{s(y),y = k27", y <z}, z €(0,1/2)
Staci definovat na (0,1/2), na zbytku nadefinujeme z periodicity a antiperiodicity.
an = c(1/2"), pak ap4+1 = ﬁ Podle (9) je a, rostouci a omezend = lima,, =
A A= /124

55 = A=1= lim,_05(0) =0 = c je spojité.
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(11) s(a) = 5(b) = 25 (5*) ¢ (*5*)
(cviceni): Z (i).

(12) s, ¢ spojité na R:

lim (s(2) — 5(a)) 2 2 lim s (%) ¢ (” ; a)

—0 <1

s(z)

(13) Existuje vlastni lirr%) —— = 7. (Dulezité!)
T— x

t(z) dzef%, z e R\ {1/2+k)}

Potom ¢ je lich4, rostouci na (—1/2,1/2) a

i) + ()
e 9) = T ity
t(1/4) =1
£y e (0.1/4): tx+y) > t(z) +t(y)
s(z+y) <s(z)+s(y)
R

= Vk,m,neN, k27" € (0,1/4) :

H(k27") > kt(277) > ks(27") > %s(?‘”m)

t(k2—") < s(27"™m)

- k2= T m2™n
t
S5 sW) e 0,1)2)
Yy Yy
Definujeme 7 :=  inf M
ye(0,1/2) Y
t
o> s@) _ (—xc(x) > me(x)
T xT N——
—T — o
— 7 (policie) !
Q.E.D.
Definujeme:

sin(x) = s (E>

cos(xz) =¢ (%)

sinx
tg(z) =

COS ™
COsS T

cotg() = sinx

Pak bude platit:

(i) sin, cos jsou 2m—periodické, m—antiperiodické a spojité na R
(ii) sin je rostouci na (—7/2,7/2)

(iii) cos je klesajici na (0,7)
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(iv) Zakladni limity:

sinx
=1

lim

z—0 X

lim 8% —1
x—0 X

1-— 1 — cos?
cosT . cos® 12

lim ———— = lim ———————
—0 0 22(1 + sinz)

Poznamky:

(i) Alternativni zpisob:

Bud mtzeme dokazat pomoci odhadi, ze

:E n
i (1 7) = 1 ,
m (L a2

n—oo

nebo dokézat, Ze:
E(x+y)=E(x)- E(y) (soucin Fad)

E(x) > 1+« (proy > 0 trividlni)

00 2n41 3 5
T x x
sin(x) = -n" =r——+——--
(@) nz::()( (2n +1)! 6 * 5!
o0 2 2 4
— e ot
cos(x) = Z( 1) o 1 5+
n=0
(ii) Zékladni limity:
xr
-1
lim &= =1
x—0 X
I sinx _q
z—0 X
r _ ezloga
a>0: lim = lim loga =loga
z— €T z—0 xloga
———
—1
1— 1 — cos? in” 1
lin%] CQOSI: in% 2(1—’(ios I):lir%sm2x~1+ —1/2
x x z—0 cos T x T cosx
—1 —1/2

Tedy v nule se e” —1 a sin x chovaji v okoli nuly stejné jako linearni, 1—cos z jako kvadratické.

1—cosx

lim = lim 5
x z—0 x

=0
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Cyklometrické funkce

arcsin

sin je prosty pro x € [—m/2,7/2]. Definuji arcsinz pro x € [—1, 1] pfedpisem
arcsineg =y <=y € [-n/2,7/2] Asiny =z

(Graf je sin otofeny o 90° doprava. Funkce je rostouci a spojita.)

Cviceni:
. arcsinz P s ;
hn%) =1 (pomoci véty o limité inverzni funkce)
rT— xr
arccos

Obdobné arccos x pro x € [—1, 1] pfedpisem
arccosx =y <=y € [0, 1] Acosy = x

(Graf je arcsin posunuty o 7/2 nahoru a vzhiiru nohama ;-). Funkce je klesajici a spojita.)

Cviceni:

arccos
lim e n T 9 (pro fajnsmekry)

z—1 /1 — x

arctg, arccotg

tgx: zazime definiéni obor na (—7/2,7/2). Pak mtzeme definovat arctg jako inverzni k tgx na
(—=7/2,7/2). (Graf je tg nalezato. Funkce je spojitd, rostouci, omezens a na R.)

arctgr =y <=y € (—n/2,7/2) Ntgy ==z

. arctgx
lim

r—0 xT

=1

arccotgr =y <=y € (0,7) Acotgy =z

(Graf je arctg posunuty o m/2 nahoru a vzhtru nohama ;-).)
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Derivace realné funkce

Definice:

Necht f je redlné funkce, a € R. Pak derivaci funkce f v bodé a rozumime
. +h)— f(a)
! = 1 f(a
fa) = im =

(pokud existuje).
Derivaci zprava a zleva rozumime

/ _ .
fila) = hlgl&r h
by i @t h) = f(a)
f-(e) hll%l, h
Poznamky:
(i)
- { vlastni Lo
/ existuje ’
f'(a) nevlastni { o

neexistuje

(ii) f'(a) existuje <= existuje f! (a), f' (a) A f(a) = f'(a)

(i) f/(a) = tim £ = (@)

fim ——— (cviceni)

Priiklady:
W = Fb+ 1) — (1)
Fn +h) — _ —a .. 0
F1(b) = Jimy h = = im gy =0
(i) f(z) =a" @+ h)
, e a+ no_ gn

fila) = fimy h

) a® + nhan—l + (721) h2an—2 I N
= fimy h

=na” ' + lim (<n> ha" 2+ ... h"_l) = na™ !
h—0 2

(iff) f() = c*

/ : a € a
a) = lim =e® lim =e
J'(a) h—0 h—0 h
—_———
1
(iv) f(z)=sinx
, sin(a4+ h) —sina |, sina-cosh+cosa-sinh —sina
f'(a) = lim = lim 1
h—0 h h—0 h
L. cosh —1 sinh
= lim sina - —— +cosa- —— = cosa
h—0 h h
N—— N~~~
—0 —1
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(v) f(z) =cosz = f'(a) = —sina (cvifeni)

(vi) f(x)=|al o
ra={ -

-1 a<0
fi(0) =1, fL(0) = =1 = f’(0) neexistuje.
(vii) f(x) =signz

f'(a)=0, a#0
;v _ oy sign(0+h) —sign0 1
fr0) = iy h = T
sy po sign(0+h) —sign0 . -1
1=(0) = Jim h = m g = e

sign’(0) = +oo

VETA 16 (vztah derivace a spojitosti):

Ma-li funkce f v bodé a vlastni derivaci, pak je f spojitd v bodé a.

DUKAZ:
lim (f(x) = f(a)) =;ig;f( ;:ZZ(“) (w—a)=0
f'(a)eRrR —0
Q.E.D.

VETA 17 (aritmetika derivaci):
Necht existuji f'(a), ¢'(a).

(1) (f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a), je-li prava strana definovana.
(i) Je-li g spojitd v a, pak (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a), je-li pravé strana definovana.
(iii) Je-li g spojitd v a, g(a) # 0, pak

<§>’ (a) = f(a)9(a) — g'(a) f(a)

DUKAZ:
(i)
i (@+9) + gla+ 1) = (f(a) +g(a)
h—0 h
o flath)—fla) . glat+h)—gla) /
= lim —————— + lim =—————= = f'(a) + ¢'(a)
(ii)
i {(@ T R)gla+h) — fla)g(a)
h—0 h
i (@ Wgla+ ) — fla)gla+ ) + f(a)gla +h) - f(a)g(a)
h—0 h
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fla+h)—f(a) gla+h) —g(a)

—lm  glath) =T ) im
—g(a) f
(spojitost!) —e)
= g(a)f'(a) + f(a)g'(a)
(iii)
flath) _ f(a)
lim @th)  g9(e)
h—0 h
i St Wg(a) — F@)glat )
h—0 g(a+ h)g(a)h
o @ 0g(0) = [(@)g(@) + f(@)g(a) — f(a)gla+ 1)
h—0 g(a+ h)g(a)h
g9(a)f'(a) — g'(a) f(a)

(Opét jsme pouzili spojitost, tedy limy, o g(a + h) = g(a).)

VETA 18 (o derivaci sloZené funkce):

Necht f m4 derivaci v bodg yg, g v bodé& g, g je spojitd v zg a yo = g(zg). Potom (f o g)'(z¢) =
f(yo)g' (zo) = f'(g(x0))g' (x0), je-li vyraz na pravé strané definovan (tedy se nejednd o 0 - 00).

DUKAZ:

Idea:
flg(z)) — f(g(z0))

m =

li
T—T0 T — X9
_ i JW@) = fl9(z0)) 9(x) —g(@o) _ v
= ) = aro) pa—— f'(9(x0)) - ¢' (o)
Ale co kdyz g(z) — g(xg) = 07
(i) Necht f'(yo) € R:
Definujme funkci

(f ©9)(wo) =

Fly) = { —ffy;i;ify‘” pokud y # yo
f' (o) pokud y = yo

F' definujeme na néjakém okoli bodu yy. Potom je F' spojitd v bodé yp.
Vime, Ze f je definoviana na néjakém okoli yy a g na néjakém okoli . Tvrdim tedy, ze

lim F(g(z)) = f' (o),

r—x0

nebot
lim g(xz) =g(xo) A lim F(y) = F(g(zo))

T—Tg y—g(xo)

(to vyhovuje pfedpokladu 2 véty o spojitosti slozené funkce).

ooy (en) — lim LOED =Tl 0 —g@)

T—T0 T — X T—X0 Tr — X

(dle VOAL, nebot vyraz vpravo je definovan).
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(ii) Necht f'(yo) = £oo:
Protoze f'(y0)g'(zo) je definovén (dle predpokladu) a f/(yo) = +o0, pak jisté ¢’'(zg) # 0.
Tedy 3P(z,0) takové, Ze %ﬁ'agﬂo) # 0, tedy g(z) # g(xo). Tudiz

o) — lim 29@) = fg(z0)) 9(x) —g(wo) _ e\ i
(f o g) (IO) - ILIO g((E) — g((EO) T — 2o f (g( 0)) g ( 0)

Q.E.D.

Piiklad:

(i) (a*) = (e*'89)" = erloga  1oga = a” loga

(i) (z%) = (e“ogm)/ =87 (zlogz)’ = a” - (llogz + 1) = 2”(logx + 1)

VETA 19 (o derivaci inverzni funkce):

Necht f je spojitd a ryze monoténni na intervalu I, a bud vnitini bod I. Oznaédime b = f(a)

(i) Je-li f'(a) € R*\ {0}:

(ii) Je-li f’(a) =0 (napf. v nule pro z3) a f je rostouci (klesajici):

(/71 (b) = +00 (—00)

DUKAZ:
Idea:
fiy) ==, y=f(z)
e i @ =) a1
FY0) = lim = —— = I o T T
Vime: f!

je definovand, spojité a ryze monoténni na f(I), b je vnitinim bodem itnervalu
f(I)a a = f_l(b)
() (f71)(b) = lim,,_, L @=10)

Definujme funkci v

F@W_{ﬂg%ﬁlIdex#a
) f(a) pokud z =a
Tak lim, ., F(z) = f'(a) a zaroven je F spojitd v a (bude zastupovat vnéjsi funkei)

Déle lim, ., f~*(y) = f~1(b) (vnitini funkce), nebot f~! je spojitd na f(I). Tedy dle
véty o spojitosti sloZené funkce:

i 1)~ S@)
T ) e W@
o S 1y>) )
Fl@) = i S ) = )

— lim y——b
y=b f7Hy) — 1))
1

lim,,_,, L= ®)
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(ii) Bez Gjmy na obecnosti necht je f rostouci, f'(a) = 0.

> a= f@)> f@)=y>b= ) > 0
z<a= f(z)<fla)=y<b=f1y) <f*

Q.E.D.

Poznamka:

Vyuzili jsme vétu: lim, ., g(x) =0, g(x) > 0 na P(a,?), pak lim, ., — = 400 (viz V2.8-a

1
@ g(z)
Heine).
Priiklady:

(i) (e®) =e€”, (logz) = 1, nebot exp~! = log.

e’ =y, x =logy

1 1
Ty — = — = =
(€)' = (logy) 1 y=e

1 1
1 ! = = —
(logy) @) =y

(ii) (arcsinz)’

y = arcsinz,  =siny

cosy = /1 —sin’y, y € (—g, g)

o1 1 1 1
V1o ze(-1,1)

. /
arcsim T = - = = =
( ) (siny)’  cosy \/1—sin’y V1I—a?

(iii) (arctgz)’

y = arctgx, x =tgy

2 cos? y + sin? 1
L+tgy = . 2 Y= 2
cos?y cos?y
v.ie- 1 1 1 1
arctgz) = = =cos’y = = , T€ER
(arctg z) L Y 1+tg?y 1422 v

(tgy)’ 5Ty

(iv) (arccosz) = ﬁ, z e (-1,1)

(v) (arccotgzx) = %, zeR
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VETA 20 (nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht M C R, f: M — R. Nechf f ma v bodé a € M lokalni extrém. Potom bud f’(a) neexistuje,
nebo f’(a) =0 (tedy méa funkce v tomto bodé te¢nu rovnobéznou s osou x).

DUKAZ:

Sporem: Necht f/(a) existuje, le¢ f’(a) # 0.

Z existence derivace plyne existence okoli U(a,d) C M. Bez Gjmy na obecnosti necht f/(a) >
0. Potom 3¢ > 0 takové, ze w >0 Vrel(a).

Tedy, je-li z < a, pak * —a <0 = f(z) — f(a) <0 Vz e P (af).

Naopak, je-li z > a, pak * —a > 0 = f(z) — f(a) >0 Vz € P¥(a,f).

f(z) < fla), 2 € P~ (a,€)
f(z) > f(a), z € P*(a,8)

} = f nema lokalni extrém v a

1 Spor

Typicka tiloha

f spojita na [a, b], najdéte maximum (minimum) funkce na [a, b].
Postup:

1. f spojitd na [a,b] = f nabyvd maxima, minima

2. V.20- = tyto extrémy mohou byt pouze v bodech, kde:
(1) f(z0) =0

(ii) f'(xo) neexistuje

(iii) o = a, rg = b

Priklad:

Tzv. “bac¢tv problém” — baca mé k dispozici 100m plotu a chce si s nim oplotit co nejvétsi
pastvinu. Definuje si tedy hodnotici funkci pastviny

f(z) =50z — 22, z € [0,50]
a derivaci hledd maximum:
f/(z) existuje pro Vz € (0,50)
f(x) =50 — 2x
f(z)=0&2=25
Tedy mame 3 kandidaty na extrémy:

r =25 = f(r) = 625m?
xr=0= f(x)=0
x=50= f(z)=0
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L’Hospital a pratelé

Idea
Pocitat limity pfes derivace, kdyz jsou tak derivace definované.

(@)

f(a)
a
g

. fl@) = fla) .. o ? lim... 2 f'(a)
mll»r& g(x) — g(a) = lim w ~lim...  g'(a)

VETA 21 (Rolleova):
Necht f je spojitd na [a,b], a < b a necht existuje f’(z) pro kazdé x € (a,b). Necht f(a) = f(b).
Pak existuje £ € (a,b) takové, ze f'(£) = 0.
DUKAZ:

(i) Necht f(x) = f(a) pro Vz € [a,b], pak f'(xz) =0 pro Vz € (a,b).

(ii) Necht 3z € (a,b), f(z) # f(a), tedy bez Gjmy na obecnosti f(z) > f(a). Protoze f je
spojita na [a,b], existuje lokaln{ extrém & € [a,b] (nejvétsi f(z)). Dle pfedpokladu f/(€)
musi existovat, tedy podle V.20- je f/(£) = 0.

Q.E.D.

VETA 22 (Lagrangeova véta o stiedni hodnoté):
Necht f je spojita na [a,b], a < b a necht existuje f'(z) pro Vz € (a,b). Potom 3¢ € (a,b) takové,

SR UE (C)

(Tedy existuje v néjakém bodé derivace (teéna) rovnobézna s naklonénou podstavou (spojnici kra-
jnich bodt). T-O-D-O: Obrazek.)
DUKAZ:
Definujme

F(&) = f@) — f() - PO =T )

(na zékladé divoké analyticko-geometrické tivahy).
Potom F(a) =0 A F(b) = 0. Pak podle Rolleovy véty 3¢ € (a,b) : F'(§) = 0. Tedy

0=F() = (e - 1O
a tudiz ,
Q.E.D.

VETA 23 (Cauchyova véta o stfedni hodnoté):

Necht f, g jsou spojité na [a,b], a < b a necht 3 f'(x) pro Vz € (a,b) a I¢'(x) vlastni a nenulova
pro Va € (a,b). Potom 3¢ € (a,b) takové, zZe
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DUKAZ:
g(a) # g(b), nebot jinak by dle Rolleovy véty existovalo £ € (a,bd) : ¢’'(§) = 0, coz by byl spor.
Definujeme

Potom H(a) = H(b) =0, H je spojita na [a, b], existuje H' na [a, b].
Tedy dle Rolleovy véty 3¢ € (a,b) takové, ze

(nebot ¢'(£) # 0, g(b) — g(a) # 0).
Q.E.D.

VETA 24 (L’Hospitalovo pravidlo):

Necht a € R* a funkce f, g jsou definovany na né&jakém P~ (a,d).

(i) Necht lim f(z) = lim g(z) =0 a existuje
T—a4

a—ay

Potom

!
lim f (:c)
S g (@)
Potom ,
lim _f(x) = lim (@
e g(a)  aas g()
Priklad:
I r —sinx oy 1—cosx It sin x oy COS & _1
250 23 o= 322 490 6x 420 6 6
DUKAZ:
(i) Necht a € R a necht
/
fim 2@ _ 4cRr
v—ai g'()

Potom
35 >0, Vo € P*(a,é) : 3f(z) €R, ¢ (x) e R\ {0}.

“Dodefinuji” funkce f a g v bodé A: f(a) = g(a) = 0. Nyni necht x € PT(a,d).
(Obrazek.) Potom f, g jsou spojité na [a,x], nebot obé maji vlastni derivaci na celém

Pt(a,d).
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Tedy jsou splnény predpoklady V.23- (na intervalu [a,x]!) a proto plati, ze 3¢ € (a,x)
takové, ze
11O _ 1) - 1@
g€ g(@)—gla)

(€ zavisi na 2! Znacime & = &(z).)
Zvolme ¢ > 0. Vime, Ze existuje w > 0 takové, ze

Yy € P (a,w): ';Ez)) cU(A,e).

Proxz € P*(a,d) NPT (a,w) najdeme & = £(x) podle receptu na zac¢atku ditkazu. Potom

f'(€)
7 eU(A,e).

Vime ale, ze

tedy také
% eU(Ae)
Takse ,
Jim T8 A i T
() a=—o0

Prevedeme na predchozi pripad pomoci substituce

F(y) W @
= G e o) ey

(ii) Technickd zélezitost, povazujeme za dokdzané (nezkousi se).

Poznamky, priklady, varovani:

(i) i 3z +1 I 3
i) lim im - ==
z—02x 4+ 2 " x—02 2
/e e—1/z. 1 —y
(ii) lim = lim ——— 2% — lim &
x—0 X x—0 1 x—0 1‘2
SR a? : 2z .
(iii) lim ———— = +o0, ale lim ——— neexistuje.
z—o00 I + sinx r—oo 1 + cosx

(iv) L’Hospital vhodny napt. pro

. 2
. x—sinx | eF—x-—1 cost —1+ 3
lim ——, lm ———, lm ——=— ...
z—0 :E?’ x—0 $2 x—0 IZ’4
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(v) lim (2 —2)%s(%")

r—1_

x .\ log(2—x) in(Zx
eHe(50) 00 Ty -y = SUED g
cos (3
. l—-2 vH .. —1 2 2
Ilm — = lim ———— — —
z—1_ cos (ga:) z—1_ —gin (%x) T oo
2 Heine + ’H @« QO 9y 2 ’H « O 2
(vi) lim n = * lim s = lim ——— =0
n—oo 3" z—o0 3% log 3 z—oc 3% (log 3)2
1 ’H « OO » 1
(vii) lim —2% "T=> Jim Z =0
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Dalsi vlastnosti derivaci
fi(a), je f'(a) spojita zprava v a?

Derivace v bodg je éislo (smérnice te¢ny), vyjadiujici miru zmény. Zaroveii je ale f’ funkce, x — f'(x).
f bud spojitd na I, 3 f’ (vlastni) na I. Je f’ spojita?
Neni.

Priklad:

sin% neni definovana v nule.

f(x){(fsmi a:fO

Tr =
(obrazek)
Tvrdim, Ze tato funkce méa v nule derivaci nula.
— 1
f1(0) = i{%%ﬁm) = lim <xsin;> =0

1 1-1 1 1

r#0: f'(x) = 2rsin — — 2% cos (——2> = 2zsin — — cos —

x Tz x x

Je f' v 0 spojitd? Neni, protoze lim,_,o f’'(z) neexistuje.
Co kdyby limita existovala?

VETA 25 (o limité derivaci):

Necht f je spojité zprava v bodé a € R a necht 3 lim f'(x) = A € R*. Potom f/ (a) = A.

T—a4
DUKAZ:
_ /
T—a4 xr—a T—a4 1

MuZeme L’Hospitalovat?

lim (z —a) =0
e = muzeme
lim (f(z) — f(a)) =0

T—a

Q.E.D.

VETA 26 (vztah derivace a monotonie):

Necht I je nezdegenrovany interval, ozna¢me Int(I) = {vnitini body I'}. Necht f je spojitd na I
a f’ existuje vlastni na Int(I).
(i) Je-li f/ > 0 naIntl, pak f je rostouci na I.
(ii) Je-li f/ > 0 na Int I, pak f je neklesajici na I.
(iii) Je-li f* < 0 na Int I, pak f je klesajici na I.
(iv) Je-li f/ <0 naIntI, pak f je nerostouci na I.

61



Derivace realné funkce — Dalsi vlastnosti derivaci Lubos Pick — Matematicka analyza I

DUKAZ:
. . . . b)—f(a
Idea: Ms&jme f(a), f(b), pak existuje mezi a a b bod &, 0 < f/(&) = %
Lagrange:
b) —
Va,be I (a<b)IE € (a,b): f/(&) = w

ale f/(§) >0Ab—a>0= f(b) — f(a) >0= f(b) > f(a) = f rostouci na I.
Pro ostatni pripady analogicky.
Q.E.D.

Poznamka:

f(z) = tga
1
&) =——>0 VxeD
fa)= v e D)
Ale funkce f neni rostouci na D(f). Tedy je dilezita tiloha intervalu.
Varovani

f''>0mnaI; Ul # f rostouci na Iy, Is.
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Konvexni a konkavni funkce

Definice:

Necht f ma v bodé a € R vlastni derivaci. Oznac¢ime
T, = {[z,y] € R% y = f(a) + f'(a)(z — a)}.

Rekneme, 7e bod [z, f(x)] € R? lezi nad (pod) teénou T,, jestlize f(z) > f(a) + f'(a)(z — a)
(resp. f(x) <...).
Definice:

Necht f ma v bodé a € R vlastni derivaci. Rekneme, Ze f ma v bodé a inflexi, jestlize 36 tak,
ze:

Bud: Vz € (a —d,a) : [z, f(z)] lezi nad T, a Va € (a,a +9) : [z, f(z)] lezi pod Ty,
nebo: Vz € (a —d,a) : [z, f(z)] lezi pod T, a Vz € (a,a + 9) : [z, f(z)] lezi nad T,.

VETA 27 (nutni podminka existence inflexe):
Jestlize f”(a) # 0, pak f neméa v bodé a inflexi.
DUKAZ:

Bez Gjmy na obecnosti necht f”(a) > 0. Potom

o L) = @)

z—a T —a

>0

Tedy 36 > 0 takové, ze
Vo € (a,a+08): f'(x) > f'(a) AVx € (a—2b,a): f'(z) < f(a)

Zvolme y € (a,a + §). Pak f je spojitd na [a,y] a 3 f' na (a,y). Tedy dle pana Lagrange
3¢ € (a,):
f(x) — f(a)

LY p9> 1

fly) > fla)+ f'(a)(y—a)  Vye<(a,a+9)

Tedy jsme nad T,.

Analogicky:
Zvolme z € (a — d,a). Pak f je spojitd na [z,a] a 3 f' na (z,a). Tedy dle pana Lagrange
Iy € (z,a):
a)— f(z
M2 TE) _ piy) < f(a)

f(z) < fla)+ f'(a)(z—a)  Vz€(a—0da)

Tedy neni inflexe v a!
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Poznamky:
(i) f"(a) =0 % f ma v bodé a inflexi!
Viz f(z) = 2%, a = 0. f'(z) =423, f"(z) = 1222, f”(0) = 0.

(ii) Jestlize f”'(a) neexistuje, pak f muize a nemusi mit inflexi v bodé a.
Viz f(x) = x|z|. f”(0) neexistuje, ale f ma v bodé nula inflexni bod.

VETA 28 (posta¢ujici podminka pro existenci inflexe):

Nechf f mé spojitou prvni derivaci na intervalu (a,b). Necht z € (a,b). Necht pro Va € (a, 2)
plati f”(x) > 0 a pro Vx € (z,b) plati f”(z) < 0 (nebo naopak). Pak z je bod inflexe funkce f.

DUKAZ:
Necht f” > 0 na (a,z2), f”" < 0 na (z,0). Potom dle V.26- je f’ rostouci na (a, z) a klesajici
na (z,b).
b) — f(z
see ) 10O i <

= f(b) < f(z) + ['(2)(b - 2)

(pod tecnou)

f(z) = f(a)

dn € (a,2): P

=f'(n) < f(z)

= fla) > f(2) + f'(2)(a - 2)

(nad te¢nou)
Totéz plati pro kazdy bod x € (2,b) a y € (a, 2), tedy

fl@) < f(2) + f'(2)( - 2)

mé v bod¢ z inflexi.
f<y>>f<z>+f’<z><y—z>}:f oy ete s e

Q.E.D.

Priklad:

f(z) = arctg x

, 1
" _ —1 )
F@ = e

f(w) =

-2
x {>O pro:c<0:> f ma v 0 inflexi

(142%)2 | <0 proz>0

1"(0) existuje = f”(0)=0
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T-0-D-O: TADY TOHO HODNE CHYBI! (DEFINICE KONK/KONV, TRI VETY, ASYMP-
TOTY, ...)

Asymptoty
(Zhruba.)
lim f(@)/x = a
wlirgo fl@)—azx=5H

Pokud jsou obé limity kone¢né, asymptota je
y=ax+b

(jinak asymptota neni).
(Ekviv. druhé asymptota pro —oo.)
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Prubéh funkce

Cvideni:

Vysetiete pribéh funkce

f(z) = arcsin (1 —kaﬁ)

2x
D{—— ) =R
(7+=)

D(arcsin) = [—1, 1]

(1) D(f)

2x
(f) = { <<l
2x
1< =
T 1422
—1-22<2z =z €R
0<1+2z+2*=(z+1)>
oy
1+22 —
9% < 1+ 22 =zelR

0<1-2z+2%=(x—1)>

= D(f) =R

Obor spojitosti: 2z, 1 + 22 — polynomy = spojité na R. sin spojity a ryze monotonni
na [fg, g] = dle véta o inverzni funkci je arcsin spojity na [—1, 1] = dle VOLSF (P1) je f
spojita na R.

(2) Prisecik s osou y: f(0) = 0, [0,0] Prisecik(y) s osou z: f(z) =0 < 13‘;2 =0=2z=0,
[0,0]

(3) Symetrie:
Funkce je liché, nebot

f(—=x) = arcsin (%) = — arcsin (%) =—f(v)

(arcsin je lichy).
Funkce neni sudé (nebot f # 0) nebo f(1) = 7, ale f(—1) = —3.
Funkce neni periodicka, nebot f(0) =0, ale f(z) # 0 Va € R\ {0}.
(4) Limity v 4o0:

lim f(x)

Tr——00

2
lim x

x_}_oo1+x2 =0

lim arcsin(y) = 0
z—0
arcsin je spojity v 0 = (P1)

= lim f(z)=0

r— —00
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Z lichosti (nebo analogickym vypocétem)

Jim f(z) =0
(5) Prvni derivace:
1 2(1 +2?) — 2z - 2z
f/(x) — . ( ) 5
e \2 (1+22)
()
_ 2(1 — 2?%) B 2(1 — 2?)
(14 22)y/(1+22)2 —422 (14 22)/(1 +22)2
2 1— a2
= f(z) = :
f (33) 1 +£U2 (1 — I2)2
pro x # +1.
Pozn.: /y2 = |y|
5@ = e AT e R\ (1)
)= ———s ', T
1422 |1—a?|
Pozn.: ﬁ = sign(y) jen pro y # 0!

(—o0,—1) (-1,1) (1,00)

2 2 2
f'(x) TTha? Ta? T T4e?

Existuje f/(+1)? Nevime, ale spoéitdme f/ (£1). Dvé moznosti:
e Z definice: f! (1) =lim, .14 %
o 7 véty o limité derivaci: f (1) = limy_14 f'(z), f je spojitda na PT(1).

7 véty o limité derivaci:

-2 . . )
f_/,_(l) — lim f/(LIZ) - dosazeni —1:—5p0]1tost

TO—
rz—14 rz—1y 1 +x 1 +x

. 2z s
) e S@ i) esin () 5
FL( 1)_z1i>r{1, x—1 _'”15{17 vl
DHYG 2 dosaseni 2 _
- S Ty T o1x1

= f'(1) neexistuje

(Analogicky f’'(—1) neexistuje. Bud z lichosti nebo analogickym vypoctem.)

(6) Intervaly monotonie:

(700571) (7171) (1700)
ff<0= I >0=N ff<0=/
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(7) Extrémy:
Mohou byt jen v bodech z, kde f’(x) neexistuje nebo f/(z) = 0.
f(@)

f

=0 ... neexistuji
"(z) A ... x ==+1, kandidéti na extrém

(i) z=-1

F\ ... P(=1,0)

+ = —1 je bod lokdlniho minima
£/ ... PT(=1,9)

(ii) z=1:
Z lichosti: = =1 je bod lokalnitho maxima. Dalsi extrémy f nema.

Jsou extrémy globalni?

() z=-1:
f \ te (7007 71) = f(y) > f(f]-) Vy € (7007 71)
fr (L) = fy) = f(=1) Yy e (-1,1)
FE)==2, f@) <0 Vre(l,00)= fy) = f(-1)
Tedy -1 je globalni minimum.

(ii) z=1:
Z lichosti: x =1 je bod globéalniho maxima.

(8) Druha derivace, konvexita:

2\ -2 —4x
= = —
1+ a2 (1+a2)? 1+ a2)?

(o0 1) 11 1, )
f'(2) 71-&-23:2 1+2x2 71-1-2902
f"(@) e (e ey

" <0 = U (konk.)

7> 0mna (—1,0) = N
#” < 0mna (0,1) = U

f”>0=n (konv.)

f"(£1) neexistuje, nebot f’(£1) neexistuje.
(9) Inflexni body:
Bud f” Anebo f’(z) =0.
f” A: x = £1 — bod inflexe neni, nebot Af’. f”(x) =0: x = 0 — kandidat na inflexi.

">0...P (0,6
! (0,9) } = x = 0 je inflexnim bodem.

Jiné inflexni body f neméa (nutnd podminka jinde nesplnéna).
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(10) Asymptoty:

arcsin (22
tim T _ gy )
r—oo I T—00 x
lim (f(z)—0x)=0
T—00
a=b=0
Nulova primka, tedy osa x.
(11) Obor hodnot:
T
H(f) = [—7, f}
—g ... globalni minimum, — g = f(-1)
g ... globalni maximum, g = f(1)
Darboux

= fnabyva kazdé mezihodnoty
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[+]
Tayloriiv polynom
Opakovani
Polynom je kazda funkce tvaru
ant™ + ap12" L+ ayz + ag
ag, - - -, 0, € R pevné — koeficienty. = € R je proménné.
Poznamky:

(i) VsSechny polynomy jsou definovény a spojité na R.
(ii) Jestlize a,, # 0, pak n = stupeil polynomu.
(iii) Je-li P polynom, stuperi P = n, pokud P’ je polynom, stupeir P’ =n — 1.

Priklady:
degP = 0 = P konstantni , P(x) = ag
degP =1 = P(x) = apz + ap linedrni
deg P = 2 = kvadraticka funkce, atd.
Motivace

Aproximace funkci pomoci polynomi.
Mgjme f, a € R, 3 f'(a) € R. Teéna t(z) = f(a) + f'(a)(z — a). Potom

Navic

lim (f(z) — ¢(x)) = 0 (trividlni), ale i

r—a

—t )
lim flw) = t=) v lim (f(z) — t/(z)) = 0 (aproximace je lepsi nez linedrni)

r—a Tr—a r—a
Chceme aproximace vyssich Fada.
Idea

Méjme f, a € R, 3 f'(a) € R. Chceme funkei f aproximovat polynomem v bodé a.

Aproximace polynomem stupné 1

Pi(z)=ax+pf
Polynom by mél prochazet bodem a:
Pi(a) = f(a) = Pi(z) = c(z —a) + f(a)
(tedy hodnota funkce a aproximujiciho polynomu splyvaji).
Zaroven chci:

Pi(a) = f'(a) = Pi(z) = f(a) + f'(a)(z — a)
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Nejlepsi aproximace polynomem stupné < 1 je totiz teéna t(x) = f(a) + f'(a)(x — a). Potom

o @)~ t(@)
r—a r—a

Ukazuje se, ze tyto dva pozadavky jsou ekvivalentni.

=0

Aproximace polynomem stupné 2

Piiklad: cosx — linedrni aproximace nic moc, kvadratickd aproximace je uz lepsi. Py(z) =
fla) + f'(a)(z — a) + c(z — a)?, ¢ =2.
Chci:

PQ(a)zf(a) "(a) = '(a
Pz/(a):f/(a) /\P2( )_f ( )
S Py(a) = 'a) + 2z — a) = Py(a) = £'(a)
(prvni derivace splyva)

=>P2”(a:)=2c:>c:m

2
1
a
= Po(e) = f(0) + F@)@ - @)+ T (@~ a?
To je nejlepsi kvadratickd aproximace f v bodé a.
Navic plati:
- P
L f@) = Pe)

z—a (r—a)?
(Dtikaz: (cviéeni))
Definice:

Necht f je redlna funkce, a € R, n € N. Pak funkci

(") (g
Tf(@) = f0) + f@)e—a) 4+ T Dy

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f fadu n v bodé€ a.

Poznamky:

(i) T/ je polynom, deg T/* < n.
(i) Priklad: f(x) =sinz, a = 0, potom:

Tlsin,()(x) .

TQgin,O(x) = (nebOt;’ sin//(o) = 0)
- z?

T3$1n7 (l‘) = — F (CVl'CveHI/)

3

i T
i ()
6
Poudeni: degT;** nemusi byt roven n.

(iii) Derivace Taylorova polynomu:

(T4 () =0+ £/(a) + £ (@)~ a) + LD (@ - a2y

f"(a)

L P

(x — a)"_l = Tf:

Tedy (T]) () = T/ (1)
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(iv) Splyvéni polynomu a funkce:

T]%(a) = f(a)

(T (@) = f'(a)
(n + 1) pozadavki.

(1™ (a) = £ (a)

Otazka

o @) =T 2
T—a (x — a)"

0

VETA 33 (o aproximaci funkce Taylorovym polynomem):

Necht f je realna funkce, a € R a nechf existuje vlastni f(")(a). Necht P je polynom, deg P < n.

Pak plati:
1imM:0<:>7D=T,{va
r—a (1’ — a)n
Poznamka:
“<:”

(odpovéd na otdzku je kladnd)

113 bl
=

Tuto vlastnost méa mezi polynomy stupné < n jen Taylortv.

DUKAZ:

“<: 2
Indukci:

(n=1)
fl@)=T" f(@) = fla) = f'(a)(z —a)

lim = lim
r—a Tr—a Tr—a xr—a
r—a Tr—a

(n—1~>n)
a ’ «0y
i L) VR0 = (10 @)
B oy b

1 / _ Tf’,a
= = lim f@) =15 @) =0 (dle indukéniho piedp.)

naz—a (x—a)? !
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“y

(1. krok)

_Tfa
lim = lim x + lim M
T—a (aj — a)" T—a (Jj — a)n r—a (]} — a,)"

o (pfedp.) o (pravé dok.)

LEMMA:
Q@ polynom, deg @ < n, a € R a plati

lim M =0
T—a (x — a)”
pak @Q = 0.
DUKAZ:
Indukci:
(1) n=1:
Q je linedrni, Q(a) = 0 (viz nize) = Q(z) = c(x —a), c€ R.
Vime:
im 9@ _ g
T—a X — a
=0= limM:c:c:OéQ(x)EO
z—a T —a
(2) n—1~n:
deg@Q <n
= =0
tim Q@) (T
z—a (z — a)”

= a je kofen polynomu Q)

= Q(z) = (x — a)R(x), R je polynom, degR <n —1

Potom
0= lim &) _y, E-OR@ _ R@
z—a (x —a)? 2—a (r—a)" z—a (x —aq)? !

PP R= 0= Q) = (r—a) 0= Q=0

Q.E.D. (dikaz lemmatu)
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(2. krok)
Vime: ;
i 2@ = Ta (@) _
r—a ((L’ — a)n
(P(z) — T5*(z) je polynom, deg < n)
lemma
=

P(x) — TT{’“(;U) =0=>P= T{:’a

Q.E.D.

Priklad:

(plyne z implikace “<”)

VETA 34 (obecny tvar zbytku):

Necht f ma vlastni (n + 1)-ni derivaci v intervalu [a,z], a,z € R, = > a.
Necht ¢ je spojita funkce na [a, x], kterd mé na (a, ) vlastni a nenulovou derivaci.
Pak existuje £ € (a, z) takové, Ze

def

(o) — T @) = ~ 20— 2l)

RIA(2) 1 (@) pr ) () (2 — )

(obrazek)

Dusledek 1 (Lagrangetuv tvar zbytku):

1
~ (n+1)!

fOE@@—a)"tt (3 E (a,2))

DUKAZ:
Volim ¢(t) = (z — t)"*1. (cviceni)

Dusledek 2 (Cauchytv tvar zbytku):

RE@) = L@@ - (@) (EE ()

DUKAZ:
Volim ¢(t) = t. (cvifeni)

DUKAZ:

Pro t € [a, z] definujeme

! (n)
F) = 1(0) T4 = 1) = (10 + 2w -4 4 O o)
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Potom:

(i) F je spojité na [a,z] a m& vlastni derivaci na (a, z).
(i) F(a) = f(z) - T)“(z) = Rj*(x)
(i) F(z) =0
(iv) ¢ je spojitd, 3¢’ # 0 vlastni na (a, )
Tedy podle V.23- (Cauchy o stiedni hodnoté):

D) e P
Pritom:
PO == (70 + 706 -0+ £OED+ 5w -2 4 L2 - s
(n) (n+1)
peeet Lo - oty + B0 ay)
“ﬁﬁmzﬂuy:—ffiiﬁhx—w" vt € (a,2)

n!

Plati tedy:
F(z) - F(a) _ 0— Ri“(x)
p(r) —pla) () —@(a)

P _ e g

n!

©'(§) ¢'(§)

To znamena:

Rl = G B @ e

Q.E.D.

Pozn.: V.32- platii pro z < a.

Priklad:

Rozvoj funkce e*:

Zavedme si:

Pak:

n y n y

x’ 7 én

x __ dl exp,0 _ ll n+1
¢ _jz_:oj!+R” @ =2 St emmi®
Pro kazdé pevné x je {n € (a,x) VYn € N, tedy e*" < e*. Tudiz

eac|x|n+1
Rexp,O <
@<
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a plati
lim |R®PO(z)| =0
n—oo
) oI " " X
énlingozﬁ:e =€ 227 Ve eR
7=0 7=0
Dusledek:
.z T\
S 2~ gim (1 + 7)
j n—oo
7=0

a specidlné pro x = 1:

ST IV S S
€= 276 24 120

Chceme-li spocitat e s presnosti 0,001:

—
<.

()

I
R
> | =

+

= |
z [
-
I
-
+
e
£
+

==
_|_
=
|

j=0 j=0 j=0 J: n+1 j=0 J n-n
Tedy:
n n
1 1 1
—<e< E -+ — Vn e N
— 4! —~ 41" n-n!
Jj=0 Jj=0

(na pfenost 0,001 staci n = 6)

Diikaz iracionality e

Necht e = p/q, kde p,q € N. Potom pro

mame

1
m<=<m+4+ —
n-n!

q

gmn! < pn! < gmn! + =
n

Nyni staci zvolit n > gq.
f Spor

Rozvoj funkce sin

Méjme sin, a = 0:
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) n 2j+1
:>Ts;1n,0 ) = -1 Jj+1 {L‘.
R = 5oy 1+ gy Sin " en) - 72
sin,0 ‘m|2n+2
[R5 ()] < n T -0 Yz, n — oo
o0 2j+1
= sing =Y (-1 €R
sin ;( ) CTEE] x
Obdobné
cosx = » (—1) ——, zeR
;0 (25)!
Rozvoj funkce log(x+1)
Méjme f(z):y = log(z + 1). Pro 2 = 0 pak f(0) = 0.
1
) —
£ =
1
1/ -
F@) =~y
2
"
f (CL‘) - (]_+SC)3
() () — (n—1)! _1\n+l1
F(e) = (D)

og(x = 1 _ . : 1T
éTrng( +1),O(x):2ﬁ( 1) 1(]71)!.1,3 :Z(il)j 17
Jj=1 =0
Rose 0y = LDl CUT et
" (n+ 1) (14 &)n+! n(l+ &)ntl
To nelze odhadnout pro |z| > 1, pro |z| < 1 ano:
=loglz+1) =) (1)) '=,  wze(-1,1]

; J
j=1

Definice:

Rekneme, ze funkce f je v bodé a zprava mala ¥adu n, jestlize

f(z)

li =0.
»Lg& (x —a)”
PiSeme
f@)=0((z—a)"), z—as

(Laudatv symbol).
Pozor: Jde pouze o symboliku, neplati zadné rovnost!
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Priklady:
() " =io 5 +olm), @ -0,
(ii) z —sinz =o(2?), = —0

(iii) cosz =1-— ””—22 +o(z?), -0

Priklad:

Mé¢jme sumu
n

>l
nle
Z nntp

n=1

Pro ktera p konverguje?

Raabe:
" 1 1\
limn<a —1):1imn<—(1+—) —1>=
n—oo a"fL—‘rl n—oo (& n

= lim n (1 . e(ner)log(lJr%) — 1) = lim n <1 . e(n+p)(%7#+a("%2)) — 1) —

n—oo e n—oo e
1 1
=p———1 _
p-y-1+a (),
——
—0

tedy konverguje pro p > %
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