— Barveni map a graft

Barveni map a grafi
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Politickd mapa (obrazek).
Tt barvy obecné nestaci.

Piredpoklady

(1) Kazdy stat je souvisly.

(2) Staty sousedici pouze v jednotlivych bodech nebudeme povazovat za sousedni.

Problém ¢tyr barev

Staci ¢tyfi barvy na obarveni libovolné politické mapy?
Ano, ale diikaz je extrémné tézky.

Definice:

G = (V,E) lze (FAdné) obarvit k barvami, pokud existuje zobrazeni b:V — {1,2,...,k}
takové, ze {z,y} € E = b(x) # b(y).

Definice:

Barevnost grafu G = x(G) = min{k : G lze obarvit k barvami }.
Priklady:

(i) x(Cax) =2
(i) x(Copt1) =3
(iii) x(K,)=n
(iv) x(

(v) x(T) =2 (T strom na > 2 vrcholech)

Vztah mezi barvenim map a rovinnych grafia

(ndznak)

V kazdém staté vybereme za vrchol hlavni mésto, pospojujeme hranami hlavni mésta soused-
nich statt, jisté to lze udélat tak, ze graf, ktery dostaneme, je rovinny.

Rekneme, Ze mapa je k-obarvitelna < rovinny graf je k-obarvitelny.

Problém ¢tyF barev II.

Jina formulace:
X(G) < 4 pro kazdy rovinny graf G?

VETA (o péti barvach):
X(G) < 5 pro kazdy rovinny graf G = (V, E).
DUKAZ:
Indukeci podle |V|:
(1) |V] < 5: ziejmé.
(2) |G| rovinny, |V| > 6 a predpokldddme, Ze véta plati pro rovinné grafy s mensim

poctem vrcholi.
G mé vrchol z, degx < 5 (Eulertv vztah).

(a) dega < 4: Obarvime G — z péti barvami podle indukéniho pfedpokladu, poté
dobarvime z barvou, kterd se nevyskytuje na jeho sousedech.
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(b) dega = 5: Necht sousedé jsou oznaceni uq, ..., us. G je rovinny, tudiz neob-
sahuje podgraf K5 — to ale znamenad, Ze nemuzou byt vSichni sousedé vzajemné
pospojovani hranami. Bez jmy na obecnosti necht napt. {uq,us} ¢ E.
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* ud * ul

V grafu G — z ztotoZnime u4 a us (tim nédm nevznikne zadné kifZeni):

//

u * * u3

//
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Podle indukéniho predpokladu existuje obarveni by péti barvami. Obarveni
G — z pak muzeme definovat jako:

b(v) 1= by (v) v # Uy, Us
b(ug) = b(us) := bo(u)
Dobavime vrchol z barvou rtiznou od b(u1 ), b(ug), b(us), b(us) = b(us).
Q.E.D.
Pozor: Dikaz neprobiha tak, Ze vezmu rovinny graf a pfidam vrchol. Naopak vezmu
libovolny graf, o kterém pouze vim, Ze libovolny mensi graf je rovinny.
Alternativni dikaz:
Indukeci podle |V|:
(1) |V] < 5: ziejmé.

(2) |V] > 6: Necht v je vrchol nejmensiho stupné. Dle Eulerova formule = degv < 5.
G — v lze obarvit péti barvami (dle ind. pfedpokladu).

* b
* e * d

Bez Gjmy na obecnosti: a, b, ¢, d, e maji riiznou barvu.

f(a) = modra
f(b) = ¢Cervend
f(e) = zluta
f(d) = zelend
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Neexistuje zluto—zelena cesta z ¢ do d nebo neexistuje modro—Cervend cesta z a do
b.

Pokud by existovaly, musely by se kfizit — bud mimo vrchol (to nesméji) nebo ve
vrcholu (ale jak ho pak obarvit?).

Bez Gjmy na obecnosti necht neexistuje cesta ¢ ~ d.

Piebarvime barvy v zluto—zelené komponenté obsahujici d (prohodime Zlutou a ze-
lenou). I toto obarveni je korektni, nebotf komponenta je maximdlni a jeji sousedé
maji vSichni jiné barvy.

Ted mé ale ¢ a d stejnou barvu, takZze v miizeme obarvit barvou nevyskytujici se na
sousedech.

(pisnicka)
Q.E.D.



