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Zakladni pojmy

Mnoziny
Mnozina: soubor prvki.
Zapis:

e vyétem prvki: X = {a,b,c}
e vlastnosti: X ={ieN:3jeN, i =j}

X=Y&e@xeXereY) Vo

Je-li X konecna, |X| < len(X) (velikost, mohutnost).

XCY&s(reX=>z€Y) Y

P(X): Poten¢ni mnozina mnoziny X — mnozina vSech podmnozin mnoziny X (v&etné () a
X). Je-li X konecna, |P(X)| = 21X,
Symbolika: |X|N|Y|, | X|U|Y], [ X|\|Y], ...

Relace

Neusporadana dvojice: {z,y}
Usporadana dvojice: (z,y): (z,y) = (¢/,y') < (x = 2’ Ay =v'); napt. {{z},{z,y}}
Kartézsky soudin: X xY ={(z,y):z€ X, Y €Y}
Relace R mezi X,Y: RC X xY
Relace Rna X: RC X x X
Znaceni: (z,y) € R: 2Ry (jde-li o binarni relaci)
Definice:
Relace R na mnoziné X je:

e reflexivni: zRz Vr e X : xRz

e symetricka: xRy = yRx Ve,y e X

e tranzitivni: (zRy AyRz) = zRz Vae,y,z € X

e ekvivalence: reflexivni, symetricka, tranzitivni

Tridy ekvivalence

Uréené prvkem z:
Rlz] = {y € X,z Ry}

(diky symetrii plati i yRx).

Priklad:
X ={1,2,3,4}
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(2,4), (4,2)}
R[1] = {1}
R[2] = R[4] = {2,4}
Tvrzeni:

(i) = € R[z] Vo e X
(ii) R[z] = R[y]V R[z]N R[y] =0 Vo, y € X
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DUKAZ:
(1) Z reflexivity.
(ii) Necht z,y € X:
(1) Predpoklddejme zRy:
R[z] C R[y]: Mé&jme libovolné z € R|x], tedy zRx 282 > Ry, to znamena

z € Rly]. Q.E.D.
R[y] C R[x] obdobné (symetrie).

(2) Pfedpoklddejme, ze neplati xRy:
Pro spor necht R[z] N R[y] # 0. Mé&jme libovolné z € R[z] N R[y]. Pak jisté

tranz.

xRz A zRy =" xzRy. 4 Spor

Rlz] N Rly] =0

Drtsledek:
Mnozina (systém mnozin) {R[z] : # € X} tvoii tzv. rozklad mnoziny X. Vo € X
pak patfi do pravé jedné mnoziny z rozkladu.

Usporadani
(Castecné) usporadani: Relace na X, ktera je reflexivni, tranzitivni a antisymetrickd
(zRy NyRx = x =y Vax,y € X).
Znadeni: < ¢ <
Priklady: (N, <), (N, | ) (deli), (P(X), <)
Linearni usporadani: Takové uspoiddani, ze xRy V yRx Vx,y € X.
Pozn.: (P(X), =) je linearni, pokud | X| < 1.

Zobrazeni

Definice:
Maéame-li mnoziny X, Y, zobrazeni z X do Y definujeme jako libovolnou relaci f C
X x Y, ktera spliuje predpoklad, ze Vo € X dly € Y takové, ze z fy.
Znaéeni: f: X Y, fix—y, f(zx)=y
Definice:

Méme-li f:X — Y a ¢:Y — Z, slozené zobrazeni g o f znaéi zobrazeni X — Z,
definované predpisem:

(9o f)(x) =g(f(x)) VzeX

Poznamka:
go f je skutecné zobrazeni z X do Z:

(90 /@) = 9(f(2)) = gly) = =

Definice:

Rikdme, Ze zobrazeni f: X — Y je:
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e prosté (injekce f: X «— Y), pokud = # y = f(x) # f(y) Va,y € X.
e na (z X naY) (surjekce f: X = Y), pokud Vy € Y Jz € X takové, ze f(z) = y.
e vzijemné jednoznacéné (bijekce f: X <> YV & f: X xR Y), pokud je prosté a
na.
Pro kone¢né mnoziny plati:
e prosté: |X| < [|Y]
o na: |X|>|Y]
e bijekce: | X|= Y|

Pozn.: Pojem funkce se pouziva ve vyznamu “zobrazeni” ¢i “zobrazeni do R”.
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Kombinatorika

Permutace a faktorial
Permutace kone¢né mnoziny X: Libovolna bijekce m: X ILox,

Priklad:

Kombinatorika —

Méjme mnozinu X = {a,b,c,d}, definujme permutaci 7(a) = b, w(b) = d, 7(c) = ¢,

m(d) = a. Matice permutace pak je
a b c d
b d ¢ a)’

(b7 d? C’ a)

permutace tvori usporadani

a da se vyjadrit na grafu jako

a* ——> x b

\ v
c *x<-\ *x d

n faktorial: n!=1-2-3.-.n, 0! =1
Tvrzeni:

Pocet permutaci n-prvkové mnoziny je n!.

DUKAZ:

n moznosti, kam se zobrazi prvni prvek.
n — 1 moznosti, kam se zobrazi druhy prvek.

VETA ():
|X| =n, |Y| = k. Pak existuje:
e k" zobrazeni X — Y.
o k(k—1)(k—2)...(k—n+1) prostych zobrazeni X — Y.
e k! = n! bijekci X <% Y, pokud k = n.
o 0 bijekei X <5 Y, pokud & # n.

Id

Kombinac¢ni ¢isla

Definice:

Kombinaéni ¢islo (neboli binomicky koeficient):

C)_ n! nn—1)...(n—k+1)

= = keN >k
k)~ K- k) Kk —1)...1 mk e R =

Alternativni definice:
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n
( k:) je pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny.

Tvrzeni:

Obé definice jsou ekvivalentni.

DUKAZ:

Necht | X | = n. Pak pocet usporddanych k-tic riznych prvki z X je kombinatorickou

tvahou |
n!
Zéaroveri vSak tento pofet miizeme spocitat pfes kombinac¢ni ¢isla jako (pocet k-prvko-
X !
vych podmnozin X)(pocet moznych usporddani) = (| © |> k! = ﬁ
n—k)!
Q.E.D.
Znaéeni:

X
Bud X mnozina. Pak < k‘) je mnozina vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny X. Navic

G- (%)

Plati:

(i) Symetrie:

DUKAZ:
Z definice kombinaé¢niho ¢isla (algebraicky nebo dopliiky).

O-G+ ()

(ii) Sousedni ¢isla:

DUKAZ:
Z mnozinové definice kombina¢niho ¢isla:
X _ X\ {zn} n X\ {zn}
k k—1 k
—_—— —_——
pocet k-prvkovych podm. pocet k-prvkovych podm.
mnoziny X obs. &y, mnoziny X neobs. &,
Q.E.D.

Pascalav trojahelnik

Ve vrcholu A je 1, okraje jsou lemovany nulami, kazdy prvek je sou¢tem dvou prvku
nad nim.
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Pohled pies kombinacni éisla:

4

0

cbot ny n—1 n n—1

" k)~ \k-1 ko)
Binomicka véta

Vime:
(x+y)® =2” + 2zy +
(z+y)* = 2® + 32%y + 3ay® + ¢

(z+y)" = Z <Z>$ky"_k n€Ny, z,y€R
k=0

DUKAZ:
Indukci podle n:
(1) n=0,n=1

(z+y)° = (8)1:%/0 =1
(z+y) = (é) 2%y + G) zly?

(2) n=n+1

(z+y)" T =(x+y)"(z+y) = (x+7y) <<g)x0y" 4ot (Z)xnyO) _

_ n mlyn+._.+ n xn+1y0+ n wan+1+.“+ n J}nylz
0 n 0 n
. n+1 0 n+1 Tl+1 1. n 7’L+1 n, 1 TL+]. n+1 0 _
(O)Iy + 1 Ty + + n Iern—i—lI Y =
n+1

_ Z (n + 1)xky(n+1)k‘
k
k=0

Disledek:
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Multinomicka véta

Vn € Ng,Vm € N,Vxq,...,2, € R:

n
O T O T VI Yokt
k1,k2,..km >0 ki,koy. .. km

kit+ko+--+km=n

Bez dikazu.
Poznamka:

Pro m = 2 odpovida binomické véte.

Multinomicky koeficient

n _ n!
koo km/)  klkal---kp!

Pocet zplisobu zafazeni ¢isel 1,...,n do m mnozin 1, ..., &, tak, aby |z1] = ki1,..., |Zm| = kn.

Plati
n\ n
k) \k,n—k
Piiklad:
200 déti, 3 autobusy (80, 70,50), pofet moznosti rozmisténi

200
80,70, 50
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Odhady faktoriali a kombinac¢nich cisel

Faktorialy
Véta
o s (M)
n"/? = (Vn "
DUKAZ:

(n)?=(1-n)2-(n-1))--(n-1)

(n! jednou popredu a
k tomu podruhé odzadu)

(n!)2 =229 Zon

2
L < (n+1)
- 2

(i+)(n—i)=n+in—1—-14i)>n

Z AG nerovnosti:

A protoze

(proi=0,1,---,n—1= (i >0A(n—1—14) >0)), plati:

zZ>n
Tedy:
2 n
n? <nl < ntl)”
-~ 2
Q.E.D.
Presnéji

Bez dikazu.

Kombinaéni éisla

MizZeme preformulovat jako odhad prostfedniho ¢isla v n-tém Ffadku Pascalova trojuhelniku.

(o)

Protoze soucet je pocet podmnozin n-prvkové mnoziny.
Alternativni vyklad: Kazda ¢isla v predchéazejicim fadku prisp&ji 2x do dalsiho Fadku.

Vime

8
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Ziejmé z prvni definice kombinac¢niho ¢isla:

©) <) <<(5)=() > C)

Pfesnéji:

Plati také:

Bez dukazu. (Ve skriptech, nepovinny.)
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Princip inkluze a exkluze (PIE)

Priklad:

|A1 U Ag| = |A1| + |A2] — |41 N As|
|A1 U As U Ag| = |A1] + |A2] + |As| — |A1 N Ag| — |41 N Az| — [A2 N Az| + |A1 N Ag N As|

VETA (PIE):
Jsou-li Ay, As, ..., A, konetné mnoziny:
n n
Jal=> 0¥ > Al
i=1 k=1 (pavrita) re({hymh) iel

(Ve vnofené sumé séitdme ptes vSechny k-prvkové podmnoziny mnoziny 1..n.)
DUKAZ:

Necht z je libovolny prvek z Ay U Ao U --- UA,. Pron =1, n = 2 viz diagramy mnozin,
nakreslit si, kam ktery prvek pfispiva: +1 —141---
Kolikrat je poc¢itan x vlevo, kolikrat vpravo? Vlevo jednou — trividlni.

Vpravo
Necht j oznacuje poc¢et mnozin A;, do kterych patii x.
Piiklad:
x € Al, ey Aj
T ¢ Aj+1,...,z4n
Pak plati:

= (- () () ()

= Ej: (1)1 <Z) +1-1

1=

—

Obracime znaménko a paritu:

Q.E.D.
Piiklad:

X = {Looon}, V] = {10}, >

Kolik existuje zobrazeni z X na Y?
Vsech zobrazeni z X do Y je I™. Nechceme pocitat ta, ve kterych se na néjaky prvek Y
nezobrazuje zadny prvek z X:

JyeY: VeelX, f(z)#vy.

10
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Pro vSechna i = 1,...,[ plati:
Ai={jX->Y|VeeX, flx)#i}={j: X -Y — {i}}
[Ail = (1 =1)"
Pro il #ig!
Ail ﬂAiZ = {fX —Y — {il,ig}}
[Aiy N Ay | = (1—=2)"

Pro {iy,...,ix} € ({1"];"1});

Ailﬁ ﬂAlk:{fXHY—{Zl,/Lk}}
fApn--NA}=(10-k)"

Pocet zobrazeni z X na Y je:

l
- Al =
i=1

—m ((i)(l—l)”— (é)(l—?)”—i— (é)(z—3)n—-.-+

11
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Vanoc¢ni besidka (Satnarka)
n darcu dostane nazpét n darkta. Kazdd z n! mozZnosti je stejné pravdépodobna. Jaka je
pravdépodobnost, ze nikdo nedostane zpatky svaj darek?
Matematicka formulace
Hledéme %) §(n) = pocet permutaci 7 mnoziny {1,...,n} bez pevného bodu.

n!

Pevny bod: i je pevny bod, pokud 7 (i) = i.

VETA (Satnaika):

2!
Priklad:
5(1) = 1! (1—%) =0
5(2) = 2! <1—%+%) =1
5(3) = 3! (111!+21, 31,> =2
DUKAZ:

Sp = mnozina v8ech permutaci {1,...,n}
Ai={reS,,i=1,...,n: 7(i) =i}
|A;] = (n —1)! (Prvek i stoji, ostatni se propermutuji.)

Pro I = {iy,...,ix} C{1,...,n} plati:

ﬂ A; = mnozina vsech permutaci 7
iel
——
Ailﬁ-“ﬁAik
mnoziny {1,...,n} takovych, ze w(i1) =i1,...,7(ix) = k.

| ﬂ A;| = (n—k)! (t prvka stoji, ostatni se propermutuji.)

iel

8(n) = [Sa] — 1| J Ail =
i=1

=nal=) (=DM Y ()4
) ——

k=1 re(temhy el
(n—k)!
==Y 0 () -y
k=1
W
) " (1t
=n! <1 - Z Ll
k=1

12
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Q.E.D.
Tedy pravdépodobnost, Ze nikdo nedostane zpét sviij darek, je:

5(n) 11 11
=l gty A 0.36787

13
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Grafy

Definice
Graf G je uspofadand dvojice (V) E), kde V je libovolnd koneénd mnozina (obecnéji zcela

libovolna) a E C ().

Uplny graf (na n vrcholech):

KruzZnice:

Cpn = ({v1,. on}, {{v1,v2}, {v2,v3}, .o, {vn_1,0n},{vn, v1}}) n>3

Cesta:
P, = ({vo,-..,vn}, {{vo,v1}, {v1,v2}, . oy {vn_1,0n}})

Sled: wg,e1,v1,€9,...,€Em,Um, kde e; = {v;_1,v;}. (Cesta je tedy specidlni druh sledu, kde
jednim vrcholem neprojdeme vicekrat.)

Uplny bipartitni graf K, ,, = (V, E)

V:{ula"'aunvvla"'vvm}
E={{u,v;}: i=1,...,n; j=1,...,m}
Vi=n+m, |[E|]=n-m

Priklad:
KQ 3.

s

*x=\ *x /-x%
\ XX/

*=" =%

Bipartitni graf
Graf G = (V, E) takovy, ze:
V=UUW
~—
V=UUW,
UNW=0

EC{{uw}: uel, weW}

Isomorfismus
“Prejmenovani vrchold”
G | G' (G, G’ jsou izomorfni), pokud existuje bijekce f:V(G) RN V(G') takova, ze:
{z.y} € E(G) & {f(2), f(y)} € E(G)
Pozn.: Izomorfismus je ekvivalence (reflexivni, symetrickd, tranzitivni).
Podgraf: Graf G’ je podgrafem grafu G (G’ C G), pokud V(G') CV(G) a E(G') C E(G).
14
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Indukovany podgraf

Grafy —

Graf G’ je indukovanym podgrafem grafu G, pokud V(G’) C V(G) a E(G') = E(G) N

().

Pozorovani

Graf G na n vrcholech mé 2™ indukovanych podgrafi (kazdd podmnozina V' indukuje

indukovany podgraf).

Souvisly graf

Graf G je souvisly, pokud Vz,y € V(G) existuje v G cesta z x do y: x ~g y.

ekvivalence na mnoziné V(G).
DUKAZ:

Reflexivita a symetrie je ziejma.
Tranzitivita:
T~g YNy ~g 2= dsledz z do z

Nejkratsi sled z x do z je cesta = x ~g 2.
Q.E.D.

Poznamka:

G souvisly < Vz,y € V(G) Isledzx doy (v G)

Komponenta grafu G

Podgraf indukovany tfidami ekvivalence ~¢.
Pozn.: G souvisly < ma jednu komponentu.

Vzdalenost v grafu

x,y € V(G), dg(x,y) = vzdélenost x, y v G = délka nejkratsi cesty z = do y

Poznamka:

de(x,y) ma vlastnosti metriky (vzdalenosti):
dG (.7}, y) Z 0
da(r,y) =0z =y
dG(l‘, y) = dG(lj, Jf)
da(z,y) + da(y, 2) = da(x, 2)

Sousedi v grafu: y je soused z v G, pokud {z,y} € E(G) (& dg(z,y) =1).
Matice sousednosti:

1 {vi,vj} S E(G)

G = ({Ul, . 7Un}7E) . AG = (am)ﬁj:l, am- = {0 jinak

~g je

Stupen vrcholu: Stupeil vrcholu z v G jest deg(x) = deg(x) = pocet hran obsahujicich x =

pocet sousedti.

15
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Véta o sudosti (princip sudosti)
VG = (V,E): Y degg(v) =2|E|
veV

DUKAZ:

Vlevo kazda hrana prispéje 2x.
Q.E.D.

Dtsledek:
VG: pocet vrcholu kazdého stupné je sudy.

Poznamka:

Neplati pro nekone¢né grafy (o-o-o-o----).

Skore grafu

G=({vi,...,on}, E), skére grafu G = D(G) = (degx(v1),...,dega(vn))

Dvé skére povazujeme za stejné, pokud se lisi pouze poradim prvk.

Piiklad:

ma skére (1,2,2,2,3).

0o

/ N\
0o-0-0-o0
k nému neni izomorfni.

Véta o skore:

D:(dlv-'~7dna Ogdlggdn)

D je skore néjakého grafu, pravé kdyz

Dl = (d17 . -adn—dn—17dn—d" - 17 . )dTL—2 - 17dn—1 - 1)

je skore néjakého grafu.
Priklady pouziti:

Je (1,2,3,3,3,4,4) skére néjakého grafu?
(1,2,2,2,2,3) skére néjakého grafu?

16
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(1,2,1,1,1)
(1,1,1,1,2)
(1,1,0,0) < (0,0,1,1)
(0,0,0)
je skoére grafu.
Je (1,1,1,2)?
(1,0,0)
(0,0,1)
(07 _]-)
neni.
Je (0,1,2,3,4,4)?
(0,0,1,2,3)
(0,—1,0,1)
DUKAZ:
“@’7
G’ mé skére D’. P¥idame ke G’ novy vrchol v, a spojime ho hranou s vrcholy v, _1,
Up—2, ..., Un_g, . Dostavame tak graf se skére D.
“:>’7
Predpokladame, ze G = ({v1,...,v,}, E) ma skére D. Oznadme d = d,, = degv,,.
Prvni pfipad: Z v, vedou hrany do vrcholi v, 1,0, _2,...,0p_g. Odstranénim

v, pak z téchto hran dostaneme graf se skére D’.
Druhy piipad: Neplati prvni pfipad, tedy potom je vrchol v, propojen s jinymi
vrcholy, nez je poslednich d,,, neboli:

i<n—d<j: {viv,}€E, {vjo,} ¢ E

Ale protoze degv; (= d;) < degv; (= d;), existuje vy, (k # i, j) takovy, ze {v;, v, } €
E, {v;,v;} ¢ E (tedy existuje zase né&jaky vrchol vy, takovy, ktery je spojeny s vj, ale
ne v a tim se stupenn kompenzuje).

Ptidame do E hrany {v;, vy}, {vj, v, }, odebereme z E hrany {v;, v, }, {vj, vi}. Skére
tak zstava D, ale zmizela neposednd hrana mimo poslednich d,, prvki (vrcholy v;, v;
jsme misto pies v, spojili pfes vy). Pievedli jsme tedy situaci na prvni pfipad.

Q.E.D.

17
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Kresleni grafu jednim tahem

Sled: wvg,e1,v1,€2,...,€n,Vn; € = {vi—1,0;}
Tah: Sled, e; # e; (pro i # j)

Uzavreny tah: Tah, vg = vy,

“Cesta”: Tah, v; # v,

Eulerovsky graf

G = (V, E) je Eulerovsky (lze nakreslit jednim uzavienym tahem), pokud existuje uzavieny
tah vg,e1,...,em, Uy takovy, Ze:

Vee Edli: e=¢; ANVYoeV di: v=u;

VETA ():
G je eulerovsky graf, pravé kdyz je G souvisly a vSechny stupné jsou sudé.
DUKAZ:
“:>77

Uzavieny eulerovsky tah dava souvislost (mezi kazdymi 2 vrcholy existuje tah,
tedy i sled) i sudé stupné (degv =2|{i € {1,...,m}: v=1uv;}|).

“<:”

Pozorovani: Pokud jsou vSechny stupné sudé, kazdou hranou vede uzavieny
tah.

Dukaz: Nejdelsi tah danou hranou je nutné uzavieny. Q.E.D.

G = (V,E) souvisly, vSechny stupné sudé. Ukézeme (sporem), Ze nejdelsi
uzavieny tah T' v G je eulerovsky.

Co by bylo, kdyby nebyl: Ze souvislosti vime, Ze existuje v € V(T), e €
E\E(T), vee Vgrafu G = (V,E\ E(T)) jsou viechny stupné sudé, tedy v
G’ existuje uzavieny tah T", obsahujici e.

Ve vrcholu v propojime T, T” do jednoho tahu. Schematicky: T-O-D-O: Fig.
DO

= novy delsi tah, ale T" mél byt nejdelsi!

4 Spor
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Operace (lokalni Gpravy) na grafech
Definujeme si G = (V, E).

(i) Odebrani hrany e € E: G —» G —e = (V,E\ {e}).

(ii) Pridéni hrany e € () \ E: G — G +e = (V,EU{e}).
(iii) Odebrani vrcholuv € V: G - G —v = (V\{u},{e € E,v ¢ e})
(iv) Déleni hrany e = {z,y} € E:

G—Ghe=VU{z}, (E\{e})U{{z,2},{y, 2}})

G’ je déleni grafu G, pokud: G’ dostaneme z G postupnym opakovdnim operace déleni
hrany. Ekvivalentné — G’ dostaneme z G nahrazenim hran cestami délek > 1.

Priklad:
O —————— o O ————— o
[\ [\
| \ -—=>o0 o
| \ | \
o o o o
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2—souvislost

Definice:

Graf G = (V, E) je (vrcholové) 2—souvisly, pokud |V| > 3 a G — v je souvisly pro Vv € V.

Priklad:
o-o
| > o 2--souvisly
o-o
o o
/N /N
o o o neni 2--souvisly (ale je hranové 2--souvisly)
\/\/
o o
Pozorovéni:

G +e 2-souvisly pro Ve ¢ E.
G je 2—souvisly = ¢ G —e souvisly pro Ve € E.
G%e 2-souvisly pro Ve € E.

DUKAZ:
(a) zfejmé
(b) e={z,y} € E
G — x souvisly = y je v G — e v jedné komponenté se vSemi vrcholy v # z,y.

G — y souvisly = z je v G — e v jedné komponenté se vSemi vrcholy v # z,y.
Tedy G — e ma urc¢ité jednu komponentu, takze je souvisly.

(c)

X —=--= y -=> x-2z2-75
G G’

G’ — v souvisly Vv # z. G’ — z = G — e souvisly podle (b).
Q.E.D.

Definice:
Grafy G = (V,E) je hranové 2—souvisly, pokud G je souvisly a G — e je souvisly pro
Ve e E.
VETA ():

G je 2—souvisly < G vznikne z K3 = A postupnym pfidavanim a délenim hran.

T-0O-D-0: Obrazek tuplného trojuhelnicku s vrcholem uprostied a jeho odvozeni z trojahel-
nicku.

DUKAZ:

“:>”
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A je 2-souvisly, pfidavani a déleni hran uchovava 2—souvislost.

“<: 2
Nebudeme délat.

Q.E.D.

VETA ():

V 2-souvislém grafu lezi kazdé 2 vrcholy na spole¢né kruznici.

DUKAZ:
Podle predchozi véty sta¢i dokazat:
(i) Véta plati pro A. Trividlni.

(ii) Véta plati pro G = platii pro G + e (trividlni).

(iii) Véta plati pro G = plati i pro G %e:
Necht u € V(G), z € V(G') \ V(G) (vytvofeny na e = (z,y)). Lezi u, z na spoleéné

kruznici? (Ostatni pfipady jsou trividlni.)

C = kruznice v G spole¢na pro x, u.
(1) y € C — T-0-D-0O: Obrazek D1

(2) y ¢ C — T-0O-D-0: Obréazek D2
P = nejkratsi cesta z y do V(C) v G — . Pak nova kruznice vede z x pfes z
do y, pak po P az k n&jakému vrcholu C' a poté po C az zpét k .

Poznamka:
V 2-souvislém grafu téz kazdé 2 hrany lezi na spoleéné kruznici. (Bez dikazu).
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Stromy

Strom: Souvisly graf bez kruznic.
List: Vrchol stupné 1.

LEMMA:
Kazdy strom s alesponn 2 vrcholy ma alespon 2 listy.

DUKAZ:

Koncové vrcholy nejdelsi cesty jsou listy:

0-0-0-0-0-0-0-0=-0-20
/ /1 /N /
0 o000 o o
|

[¢)

Pokud by nebyly listy, existovala by hrana vedouci do jiného vrcholu na cesté (ale pak
by to byl cyklus), nebo do nového vrcholu, ale pak by ptivodni graf nebyl souvisly.

Pozorovéni:
G graf, v € V(G) list. Pak:

G strom < G — v strom

DUKAZ:

G souvisly < G — v souvisly
(zFejmé)
G mé kruznici < G — v mé kruznici

(kruznice obsahuje samé vrcholy stupné alespoi 2)
Q.E.D.

Dusledek:
G strom (|[V(G)| > 1) <= z G dostaneme K; = e postupnym odebirdnim bod.

VETA ():
Necht G = (V, E) je graf. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) G je strom
(ii) Va,y € V: existuje pravé jedna cesta z x do y
(iii) G je souvisly, ale G — e neni souvisly pro Ve € E
. . Ve s , Ve . \4
(iv) G nema kruznici a G + e mé kruznici pro Ve € (3) \ E
(v) Gjesouvisly a |V| = |E|+1

DUKAZ:
(i) = (ii)

G souvisly = existuje cesta z x do y

G bez kruznic = neexistuji 2 cesty z « do y

22



Pavel Valtr — Diskrétni matematika Grafy — Stromy
Predpokladam Py, P, rtzné cesty z = do y:

Py = xejviequa -+ -y
Py = xelviehvy - -y
Necht ¢ je minimalni, pro které plati e; # e}.
Necht j > i je minimélni, pro které 3k takové, Ze v = vy.

Pak v;—1 = vj_1,V},...,Vj = U, Vk—1,...,v; tvoil kruznici.

Z Spor
(il) = (iii)

e ={z,y}

G — e neni souvisly, jinak by existovaly dvé cesty z = do y (jedna v G — e, druha e).
(iii) = (iv)

Tvrdime, ze G nemd kruznici. Pro spor tedy pfedpokladejme, ze kruznici ma.
Potom vynechanim libovolné hrany kruznice se neporusi souvislost. To je ale spor s
(iii).

G+ e (e = {z,y}) ma kruznici: G je souvisly, tedy existuje cesta z z doy v G a
prima hrana dotvori kruznici.

(iv) = ()
G souvisly: x,y € V, existuje cesta z x do y v G?
(a) {z,y} € E: plati

(b) {z,y} ¢ E: G+ {z,y} ma kruznici, kterd nebyla v G, tedy nutné prochazi
hranou {z,y}. Ostatni hrany kruznice tvofi cestu z = do y v G.

(i) = (v)
|V| = |E| + 1: z pFedchoziho dusledku.
Odebranim listu odebereme pravé jednu hranu, platnost rovnice se tedy neméni.
Opakovanim dostaneme jednovrcholovy strom K7 = e, pro ten rovnice plati.

(v) = (i)

G = (V,E) souvisly, |V| = |E| + 1.

G nemd kruZnici: necht G mé kruznici; odebereme jednu jeji hranu, neporusime
souvislost. Ma-li stale jesté néjakou kruznici, opét z ni odebereme hranu. To opaku-
jeme, az dostaneme graf G’ = (V, E’) souvisly bez kruznic (tedy strom |V| = |E'| +1),
|E'| < |E|. Ale pfedpoklad znél, ze |V| = |E| + 1.

1 Spor
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Minimalni kostra grafu

Kostra grafu
Kostra souvislého grafu G = (V, F) je libovolny strom T'= (V, E’), kde E' < E.
Poznamka:

Kazdy souvisly graf mé kostru: dokud v G existuje kruznice, odebirdame z G hranu
kruznice, dostaneme tak nakonec kostru grafu.

Priklad:

Prasatko. (Na onom grafu se vysvétluje i miniméln{ kostra.)

Graf s ohodnocenymi hranami: G = (V, E),w: E — R™.
Problém minimalni kostry:

Pro dany souvisly graf G = (V, E),w: E — RT mame nalézt minimalni kostru, tj. kostru
K = (V, E’) takovou, ze jeji vaha w(K) = w(E') =3 . w(e) je minimalni.
Kruskulav (hladovy) algoritmus
Mgjme souvisly G = (V,E),w: E — RT. Predpokladejme, ¢ £ = {e1,¢ea,...,em},
pricemz
w(er) <w(eg) < -+ <wlem)
1. Eg=0
2. Proi=1,2,...,m pokladame

{ E;_1U{e;} pokud (V,E;,_1 U {e;}) nema kruznici
E; = .
E;_1 jinak

3. (V,E,,) — vystup (minimalni kostra)
VETA (kostra nalezena algoritmem je minimalni):

DUKAZ:

(V, K) necht je vysledna kostra. Budiz (V, L) libovoln4 jina kostra, pak chceme
w(L) > w(K). Indukei podle d=|KAL| =|(K\L)U(L\K)|

mohutnost symetrické diference
(d=0) K =L, plati
(d > 0) Predpokladame, ze tvrzeni plati pro vSechny mensi hodnoty d.

d>0=K#L, |[K|=|L|= 3ec L\ K

(V,L\ {e}) pak mé dvé komponenty (graf s hranou byl strom). Obréazek.
(V, K) kostra = (V, KU {e}) mé (jedinou) kruznici C obsahujici e. Exi-
stuje ¢/ £ e € C:

\e’ﬂV1|:1
e/ UVal =1

Tvrdime:
w(e') <w(e)

(jinak w(e) < w(e’), algoritmus tedy uvazoval e diive nez e’, oviem pokud ho
nezafadil, mohl ho odmitnout jediné kvuli C (to je jedina kruznice v K Ue),
ale ¢’ € C nebylo jesté uvazovano).
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L' = (L\{e}) U{e'}
Tvrdime, ze (V,L') je kostra. (Viz nas virtudlni obrazek. Méli jsme dvé
komponenty spojené hranou e, ted je jen spojime misto toho jinou hranou
e.)
|L'AK| < |LAK]|

w(@) > wr) T k)

Q.E.D.

Jarnikdv algoritmus na minimalni kostru

1. Vp := {v}, kde v je libovolny vrchol z V.

2. Proi=1,2,....,n—1 (n=1V|) necht ¢; je hrana minimdlni vahy vedouci z V;_;
doV \ ‘/i—l-
Obrazek.
Vi = Vi_1 Ue; (pfiddme koncovy vrchol hrany e;).

3. strom(V,{e1,...,en—1}) je vystup (minimélni kostra grafu).

Boruvkuv algoritmus
Predpoklddame, ze libovolné dvé hrany maji riznou vahu: w(e) # w(e’) Ve # €.

1. Spojime kazdy vrchol hranou s nejbliz§im sousedem: (obrazek).

......

Opakujeme, dokud nedostaneme jednu komponentu — to je vystup.
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Rovinné grafy

Oblouk: Mnozina bodt {vy(z) : x € [0,1]}, pfidemz ~:[0,1] — R? (rovina) je prosté a spojité
zobrazeni.

Definice:

Graf G = (V, E) je rovinny, m4-li rovinné nakresleni:

Vrcholy odpovidaji riiznym bodém v R2, hrany odpovidaji obloukiim spojujicim pfislusné
dvojice vrcholt tak, ze maji-li dva oblouky spole¢ny bod, potom je tento bod pro oba oblouky
koncovy.

Priklady:

(i) K4 je rovinny
(ii) C, je rovinna

(iii) Libovolny strom
Je znamo: Kazdy rovinny graf mé rovinné nakresleni, v némz hrany odpovidaji tseckam.
(Dtikaz tézky.)
Definice:

St&ny rovinného nakresleni: Maximalni souvislé oblasti mnoziny R?\ X, kde X je mnozina
bodu lezicich na obloucich nakresleni. (Souvislost bereme intuitivné.)

Priklad:

Vezmeme-li K4, pak stény jsou vlastné vSechny oblasti mezi iseckami i kolem celého
grafu (mé tedy 4 stény).

Vnéjsi sténa: Jedna neomezend sténa, kterd existuje pro kazdy rovinny graf.
Vnitfni stény: Ostatni stény.

Definice:
Topologicka kruznice: Uzavieny “oblouk” (tj. v(0) = v(1)).
Priklad:
Obrazky. (Sneci a ménavky. ;-)

VETA (Jordanova véta o kruznici):

Libovoln4 topologickd kruznice rozdéluje rovinu na dvé souvislé oblasti (vnitFek a vnéjsek
dané kruznice).
(Dikaz tézky.)

VETA (Nerovinnost K5):
Graf K5 neni rovinny.

DUKAZ:

Sporem. Necht V = {1,2,3,4,5}. Obréazek: vezméme si vrcholy 1, 2, 3 a hrany mezi
nimi. Ty vytvofi topologickou kruznici K.
(a) wvq lezi uvniti K:
Pak ho umistime do stiedu, ale pak kam s vrcholem V5? Zadna sténa nemé na
hranici vSechny vrcholy 1, 2, 3, 4.
(b) w4 lezi vné K:
MiuZeme pievést na isomorfni graf s v4 uvnitf.
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Q.E.D.

VETA (Nerovinnost K3 3):
Graf K3 3 (aplny bipartitni graf o 3 + 3 vrcholech) neni rovinny.
DUKAZ:

vV ={1,2,3,1,2"3}
Spousta obrazki.

o1l
/ \
/3 A\
2> 0 - -0o- -0 Y1’
\ /
\ /
o 2
Kam s 3’7
Q.E.D.
Pozorovani:

G rovinny < kazdé déleni G je rovinné.
DUKAZ:

Obrazkem K,. Libovolné rozdélime hrany, ale tim se nam nijak nezméni rovinnost.

VETA (Kuratowski):
G je rovinny < G neobsahuje déleni K5 ani déleni K3 3.

DUKAZ:

“y

Ziejma.

Q.E.D.

Eulertv vztah

G souvisly rovinny graf, |V| > 1, s = pocet stén néjakého rovinného nakresleni G. Potom
V|- |E|+s=2

(TudiZ pocet stén nezavisi na volbé nakresleni.)
DUKAZ:
Indukci podle |E|:
(1) |[E|=0: s=1,|V] =1 (kvili souvislosti), 1 —0+ 1= 2.
(2) [B| > 1
(a) G neobsahuje kruznici: G je strom.

Tedy |V| = |E| +1, s =1, tedy plati.
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(b) G obsahuje kruznici C:
e bud libovolnd hrana na C. G—e spliiuje Eulertiv vztah (indukéni pfedpoklad),
ma o hranu a sténu méné, tedy G spliiuje Eulerav vztah.

Q.E.D.

Tvrzeni:

G bud rovinny, 2-souvisly. Pak hranice libovolné stény v libovolném nakresleni G odpovidd
kruznici v G.

Priklad:
o---o0-
/ \ o
/.0.\ /|
o———-- 0---0
Ale ne
o-———-— o—————- o—-\
I\ | | o\
| o-o | [ 1\
| | | o \
o-———- o o———==—- o
DUKAZ:

Stac¢i ukazat, Ze tvrzeni:

(i) plati pro trojuhelnik
(ii) nepfestane platit podrozdélenim nebo pfiddnim hrany

Jednoduse z obrazku.

Tvrzeni:
G = (V, E) rovinny graf, |V| > 3. Potom:
(i) [El<3[V]-6
(ii) G neobsahuje A = |E| <2|V|—4

DUKAZ:

(i) Pfidavame hrany, dokud nedostaneme néjaky maximélni rovinny graf, pro ktery
plati, Zze po pfidani jakékoliv hrany do né&j jiz ziskdme graf, ktery neni rovinny.
Takovy graf urcité bude 2-souvisly.

Souvisly bude, ponévadz kdyby mél vice komponent, urcité bychom mohli pfidat
néjakou hranu, kterou komponenty spojime, a tim by nebyla narusena rovinnost.

2-souvisly bude, jinak miZeme pfidat hranu, kterd podruhé spoji néjaké dvé kom-
ponenty.

Kazda sténa odpovida kruznici, dokonce trojthelniku: (obrazek) — kaZdou kruznici
mizeme rozkouskovat na trojihelniky tak, ze stdle budeme mit rovinné zobrazeni.

Pocet incidentnich dvojic hrana—sténa = 3s = 2|E:

3s = 2|E]
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3|E| =3|V]|+3s—6 (Eulertiv vzorec)
|E|=3|V] -6

To plati pro kazdy maximdlni rovinny graf (rovinna triangulace).
(ii)
Pozor!

Tento dikaz nefunguje — proti (a) lze najit triviadlni protipfiklad. Opravy
budu konzultovat s doc. Valtrem (asi ptjde o moji chybu pii pfepisovani), pokud
potiebujete tvrzeni umét dokazat ted, zkuste vymyslet dtikaz (bez zaruky!), jehoz
idea je:

Vyuzijme (i) — to plati pro maximélné pro triangulovany graf, odstraiime z
néj tedy trojuhelniky. Trojthelniki je pravé tolik co stén, tedy 2/3|E|. Vyberme
z mnoziny stén disjunktni dvojice sousednich trojuhelnikid a ty spojme — tim,
ze odstranime hrany, které je rozdéluji. Zbyde nam polovina stén, zadna z nich
nebude trojthelnik (a rozmysleme si, Ze kazdy hustsi graf uz trojihelnik obsahuje).
Polovina znamena 1/3|E|, odebrali jsme tedy t¥etinu stén. To je dle (i) |V| — 2,
tedy pro nas novy graf bez trojthelnika |E| < 2|V | —4. Q.E.D.

Pfipominam, ze toto je pouze idea, a to bez zaruky. Také tento dikaz neni
proveden dvojim pocitanim. Hodi se tedy zejména pro nouzové pripady, kdy
nevite, kudy kam ;-).

Nésleduje pivodni (rozbity) dikaz:

(a) Vysledny graf neni 2-souvisly: pak to musi byt hvézda.

Pokud miuzeme pridat hranu, byl nesouvisly a spojili jsme dvé komponenty,
tim trojuhelnik uréité nevytvoiime. Pokud byl souvisly (ale ne 2-souvisly), kazda
hrana jiz nutné vytvaii trojihelnik (nevytvari!).

Hvézda:

Bl = V]~ 1< 2V] - 4

(b) Vysledny graf je 2-souvisly.
Kazda sténa je ohranicena kruznici délky > 4 Pocet inciden¢nich dvojic hrana—
sténa = 2|E| > 4s:

2s < |E|
20E| =2|V| + 25 — 4
Bl <2|V|-4

Dasledky
(1) K5 ani K3 3 nejsou rovinné.

Ks: z(i)= 10£3-5—6
K373: Z(Z): 9%2674

(2) Kazdy rovinny graf ma alespoii jeden vrchol stupné nejvyse 5.
Sporem: Kdyby vSechny vrcholy byly stupné alespon 6 =

2|E| = Z degv > 6|V|
veV

(spor s (i)).
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Barveni map a grafi

Politickd mapa (obrazek).
Tt barvy obecné nestaci.

Piredpoklady

(1) Kazdy stat je souvisly.

(2) Staty sousedici pouze v jednotlivych bodech nebudeme povazovat za sousedni.

Problém ¢tyr barev

Staci ¢tyfi barvy na obarveni libovolné politické mapy?
Ano, ale diikaz je extrémné tézky.

Definice:

G = (V,E) lze (FAdné) obarvit k barvami, pokud existuje zobrazeni b:V — {1,2,...,k}
takové, ze {z,y} € E = b(x) # b(y).

Definice:
Barevnost grafu G = x(G) = min{k : G lze obarvit k barvami }.
Priklady:

(i) x(Cax) =2
(i) x(Copt1) =3
(iii) x(K,)=n
(iv) x(

(v) x(T) =2 (T strom na > 2 vrcholech)

Vztah mezi barvenim map a rovinnych grafi

(ndznak)

V kazdém staté vybereme za vrchol hlavni mésto, pospojujeme hranami hlavni mésta soused-
nich statt, jisté to lze udélat tak, ze graf, ktery dostaneme, je rovinny.

Rekneme, Ze mapa je k-obarvitelna < rovinny graf je k-obarvitelny.

Problém ¢ty¥ barev I1.

Jina formulace:
X(G) < 4 pro kazdy rovinny graf G?

VETA (o péti barvach):
X(G) < 5 pro kazdy rovinny graf G = (V, E).
DUKAZ:
Indukeci podle |V|:
(1) |V] < 5: ziejmé.
(2) |G| rovinny, |V| > 6 a predpokldddme, Ze véta plati pro rovinné grafy s mensim

poctem vrcholi.
G mé vrchol z, degx < 5 (Eulertv vztah).

(a) dega < 4: Obarvime G — z péti barvami podle indukéniho pfedpokladu, poté
dobarvime z barvou, kterd se nevyskytuje na jeho sousedech.
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(b) dega = 5: Necht sousedé jsou oznaceni uq, ..., us. G je rovinny, tudiz neob-
sahuje podgraf K5 — to ale znamenad, Ze nemuzou byt vSichni sousedé vzajemné
pospojovani hranami. Bez jmy na obecnosti necht napt. {uq,us} ¢ E.

* 12 * ub
\ 7/
X % —— * u3
/\

* ud * ul

V grafu G — z ztotoZnime u4 a us (tim nédm nevznikne zadné kifZeni):

//

u * * u3

//

* 12

* ul

Podle indukéniho predpokladu existuje obarveni by péti barvami. Obarveni
G — z pak muzeme definovat jako:

b(v) 1= by (v) v # Uy, Us
b(ug) = b(us) := bo(u)
Dobavime vrchol z barvou rtiznou od b(u1 ), b(ug), b(us), b(us) = b(us).
Q.E.D.
Pozor: Dikaz neprobiha tak, Ze vezmu rovinny graf a pfidam vrchol. Naopak vezmu
libovolny graf, o kterém pouze vim, Ze libovolny mensi graf je rovinny.
Alternativni dikaz:
Indukeci podle |V|:
(1) |V] < 5: ziejmé.

(2) |V] > 6: Necht v je vrchol nejmensiho stupné. Dle Eulerova formule = degv < 5.
G — v lze obarvit péti barvami (dle ind. pfedpokladu).

* b
* e * d

Bez Gjmy na obecnosti: a, b, ¢, d, e maji riiznou barvu.

f(a) = modra
f(b) = ¢Cervend
f(e) = zluta
f(d) = zelend
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Neexistuje zluto—zelena cesta z ¢ do d nebo neexistuje modro—Cervend cesta z a do
b.

Pokud by existovaly, musely by se kfizit — bud mimo vrchol (to nesméji) nebo ve
vrcholu (ale jak ho pak obarvit?).

Bez Gjmy na obecnosti necht neexistuje cesta ¢ ~ d.

Piebarvime barvy v zluto—zelené komponenté obsahujici d (prohodime Zlutou a ze-
lenou). I toto obarveni je korektni, nebotf komponenta je maximdlni a jeji sousedé
maji vSichni jiné barvy.

Ted mé ale ¢ a d stejnou barvu, takZze v miizeme obarvit barvou nevyskytujici se na
sousedech.

(pisnicka)
Q.E.D.
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Pocitani dvéma zptisoby

Princip sudosti

VG =(V,E): > degv =2|E]|
veV
DUKAZ:

Dvojim zptisobem spoéitdme pocet dvojic (v,e), kde v € V, e € E, v € e. — jednou
podle vrcholi a pak podle hran.

Zdegv:ZZ

veV eckE
——
2|E|

Q.E.D.

Nezavisly systém mnoZin

Definice:

Méjme mnozinu X, M C P(z) nazyvame nezavisly systém mnoZin, pokud

VA BEM: A4B=A¢ B

VETA (Spernerova):

X bud mnozina velikosti n. Potom maximdlni velikost nezévislého systému mnozin
M C P(z) je rovna (LZJ) (napf. v Pascalové A je to v fadku, jehoz soudet je 2™, nejvétsi
2

¢islo).
Priklady:
(i) n=3:
X ={1,2,3}
M, = {{17 2}; {la 3}3 {27 3}}
jsou nezavislé systémy mnozin velikosti
3
=3
(1)
(ii) obecné n:
M := mnozina |n/2]-prvkovych podmnozin mnoziny X = {1,2,...,n}. Pak
M bude nezavisly systém velikosti (Ln72 J)'
DUKAZ:

(1) Maximalni velikost > (Lf J) z predchoziho piikladu.
2

(2) Maximalni velikost < (LZ J)
2

X, M podle predpokladii.
Maximalni Fetézec: R = {0, {z1},{z1,22},...,{21,22,...,2,}} kde zq, ...,
—_——

X
x,, je libovolna permutace prvka X. Maximalnich Fetézcu je n!, navic kdykoliv si
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vezmeme libovolné dvé mnoziny z maximalniho fetézce, jedna bude vzdy podm-
nozinou druhé.

Spocitdme dvéma zpisoby pocet dvojic (R, M) takovych, ze M € R. R bud
maximalni fetézec, M pak mnozina z M.

Tento pocet je:

(a) < (#maximélnich fetézci) = n!
Kdyby do jednoho R patftily dvé M, nepatfily by obé do nezavislého sys-
tému mnozin.

(®) =2 men Mo — M)

# max. Tetézcl
obsahujicich M

Tedy:
n! > Z IM|!(n — M)
MeM
M — [M))! | ! 1
1> LAl SN bl VA > =|M
- Mze:M n! /\/lze:M ()~ MEE:M (LgJ) | |(LZ*J)
1= (j5))
Q.E.D.

(}rafy bez Kbg (C&)

VETA (o poé&tu hran na n vrcholech):
Necht G = (V, E) je graf na n vrcholech neobsahujici K5 5. Potom

\B| < nyn+n
- 2

DUKAZ:

Vyuzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost:

n n n
P DI AN DI
i=1 i=1 i=1
pro libovolné z1,...,zn,y1,...,yn € R.

Poc¢itdme dvéma zptsoby pocet podgrafi (cest) u = v - u’. Tento podet je:

(a) < (5): pro Vu,u' € V, u # o existuje nejvyse jeden v € V takovy, Ze

{u,v},{v/,v} € E — jinak dostaneme K o:

*x—% 1’

(b) => v (dzg”): pro Yv € V méme pravé (de2g Y) vidlicek * - v - *.
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Tedy:

B ()

2 2 2

nev
1 1
DNCEDEIEID B (v <l
neV veV
S ((degv) —1)-1< [ ((degw) —1)2- |3 12 <nv/m
veV veV veV

2|E[=n <VnZ NG

1
|E] < 5 (nv/n +n)

Q.E.D.
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Orientované grafy
Orientovany graf: G = (v, F)), kde V je libovolna kone¢né mnozina a E CVxxV.

Definice:

deg™ v = vstupni stupeii v = pocet hran vedoucich do v.
deg™ v = vystupni stupen v = pocet hran vedoucich z v.

Priklad:
6) = <{a7 b, 0}7 {(a, b)7 (b7 b)a (a, C), (Ca a)})
<\
_ *=/
/1 b
/
a/
- > % ¢
< _____
degta=1 deg™b=2
deg” a =2 deg” b=1
Definice:

el je slabé& souvisly, pokud Vz,y € V existuje (neorientovand) cesta z x do y.

T — @ < 0 — 0 < 0

s je slabé souvisly, pokud Vz,y € V existuje orientovand cesta z x do y.

re — e — 0 — 0 — @)

Definice:

Orientovany graf el je eulerovsky, pokud lze nakreslit jednim uzavienym orientovanym

tahem.

o e — e — -

VETA (podminka eulerovského grafu):

—

G =(V, F}) je eulerovsky < el je slabé souvisly a Vo € V : deg™ v = deg ™ v.
()

DUKAZ:
“oy
Ziejmé.
w

LEMMA:
Kazdou hranou grafu splitujictho (%) vede uzavieny orientovany tah.
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DUKAZ:
Nejdelsi orientovany tah danou hranou je uzavieny. Kdyz ho totiz vedeme,
postupné umazéivame hrany a nakonec ndm podle rovnosti v (%) zbyde jen

posledni hrana, ktera vede do v.
Q.E.D.

Nejdelsi uzavieny orientovany tah v el je eulerovsky. Jinak (obdobné jako v neori-
entovaném piipadé, schematicky):

/<=\
| * nejdelSi uzavieny orientovany tah

\->/

Po pouziti lemmatu a odstranéni hran tahu bychom vsak nasli jesté dalsi jiny uza-
vieny orientovany tah, diky souvislosti ma alespon jeden spoleény vrchol. Pak ale
miuzeme oba tahy propojit do jednoho delsiho uzavieného tahu.

Z Spor
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Pocet koster x,

VETA (Cayleyho formule):
Vn > 2: podet koster grafu K,, je n" =2 (tedy pocet stromii na {1,...,n}).

Priklad:
n=27—3
20 = 1 kostra.
R SRR T EI L T

2
3! = 3 kostry.
n = 4: 12 koster typu housenka, 4 kostry typu vé&jir.
DUKAZ:

Slunce: Strom, v némz vSechny hrany jsou zorientovany smérem od jediného vrcholu
(st¥edu slunce).

Pozorovani 1:

Pocet stromt na {1,...,n} je roven
poétu slunci na {1,...,n}
n
DUKAZ:

Kazdy strom odpovidd n sluncim (méme v kazdém stromu n moZnosti volby
stiedu). Q.E.D.

Sousluni: Orientovany graf, kde kazda komponenta je slunce.

Pozorovani 2:
Po odstranéni libovolnych &k hran ze slunce dostaneme sousluni s k+1 komponentami
(slunci).
DUKAZ:

Ztejmy z obrazku. Vyhozenim hrany ze slunce se slunce rozpadne na 2 dalsi
slunce. Q.E.D.

Pozorovani 3:
Pridanim orientované hrany do sousluni dostaneme opér sousluni, pravé kdyz pii-
dana hrana vede do stfedu libovolné jiné komponenty (slunce).
DUKAZ:
Z obrazku.

Dukaz véty:

Z grafu izolovanych vrchold 1,...,n dostaneme slunce na {1,...,n} postupnym
pridavanim n — 1 orientovanych hran pravé, kdyz pridand hrana vzdy vede z libo-
volného vrcholu do stfedu jiné komponenty.

Méme n(n — 1) moznosti volby prvni hrany. MoZnosti volby druhé hrany méme
n(n—2). Pro t¥eti hranu mame n(n — 3) moznosti. ... Pro (n —1). hranu médme n -1
moznosti.

Celkem méme n"~!(n — 1)! moZnosti, jak zvolit 1. a% (n — 1). hranu. Kazdé slunce
dostaneme (n — 1)!-krat. Slunci tedy dostaneme n"~! a stromt tak bude n" 2.

Q.E.D.
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